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Introduccion

Un Sistema Basado en el Conocimiento es un sistema capaz de manejar informacién y realizar
juicios razonables en un drea de conocimiento compleja, de forma que pueda servir de ayuda
en la toma de decisiones por parte de un experto. En algunos dominios de conocimiento, como
por ejemplo en medicina, la relaciones entre variables son inexactas, imprecisas o ambiguas
y, por tanto, las conclusiones que se obtienen son inciertas. Por ejemplo, la presencia de un
sintoma puede sugerir la presencia de una determinada enfermedad, pero no necesariamente
tiene que presentarse la enfermedad. Por tanto, al razonar con este tipo de informacién,
llegamos a conclusiones de las que no tenemos una certeza total. Es muy frecuente que la
informacién disponible no sea suficiente para sustentar, en un sentido légico, una determinada
conclusién, aunque pueda dar un soporte parcial en favor de la misma. Serfa absurdo ignorar
que la evidencia disponible puede dar mayor soporte o credibilidad a una conclusiéon que
a otra, aunque no se disponga de una garantia absoluta de la correccién de la conclusiéon
alcanzada. Este es el modo de razonamiento habitual entre expertos humanos. Asi pues,
todo Sistema Basado en el Conocimiento que quiera llegar a las mismas conclusiones que un

experto humano debe ser capaz de trabajar con incertidumbre.

Dentro de este tipo de sistemas podemos destacar los sistemas basados en reglas, donde la
base de conocimiento estd formada por reglas de la forma IF - THEN. Estos sistemas tienen
un buen comportamiento cuando tenemos informacién categérica y, por tanto, inicialmente se
tratd de aplicarlos en entornos con incertidumbre. Los primeros sistemas para el tratamiento
de la incertidumbre MYCIN [145] y PROSPECTOR [64] eran sistemas extensionales. Esto es,
cada regla es independiente de las demads reglas y del resto del conocimiento que pueda tener
el sistema, por tanto el razonamiento se realiza de forma independiente para cada regla. Este
hecho hace que los sistemas extensionales sean computacionalmente eficientes. Sin embargo,
estos sistemas plantean dificultades para rectificar conclusiones establecidas previamente y
que a la luz de nueva informacién resultan incorrectas. Ademds, estos sistemas presentan
problemas para realizar inferencias bidireccionales y fallan en su comportamiento cuando los

distintos elementos de informacién estan correlacionados, por ejemplo, cuando proceden de
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una misma fuente de informacién.

Un sistema intensional nos permite solucionar estos problemas al considerar el conocimiento
inicial como una parte de la informacién global, ofreciendo una interpretacién seméantica clara.
Sin embargo, el principal problema que plantean los sistemas intensionales es el alto coste
computacional necesario para realizar las tareas de razonamiento. Por tanto, con estos sis-
temas necesitamos de mecanismos especiales para realizar el razonamiento de forma eficiente.
Con este fin, se recurre al uso de relaciones de dependencia entre las variables. La idea
es tener una codificacion del conocimiento de tal manera que lo que es relevante pueda ser

reconocido facilmente y, en este sentido, aquello que no es conocido localmente es ignorado.

Un tipo de sistema intensional donde se tienen en cuenta estas consideraciones lo consti-
tuyen las Redes de Creencia. En una red de creencia se pueden distinguir dos partes: Una
cualitativa, que describe las relaciones de independencia entre las variables en estudio, y otra
cuantitativa, que representa mediante valores numéricos el conocimiento sobre el problema.
Con este tipo de redes, es posible realizar un cdlculo local de forma que se obtengan los
mismos resultados finales que si se hubiese trabajado con la informacién global, gracias al

conocimiento de las relaciones de independencia expresadas en la estructura.

Inicialmente, la informacién cuantitativa utilizada en la red era de tipo probabilistico
[126, 106, 119]. Pero pronto se descubre que una red de creencia también se podria utilizar
con otros tipos de informacién incierta, como por ejemplo la Teoria de la Evidencia [141],
Teorfa de la Posibilidad [59], Probabilidades Superiores e Inferiores [32], etc. En todos estos
casos se considera la independencia como un concepto primitivo, no relacionado con los valores

cuantitativos utilizados para representar la informacién.

Ademas de las cuestiones sobre representacion e inferencia con el conocimiento en redes
de creencia, el principal problema que se plantea es la propia construccién de la red de creen-
cia. En un principio, este tipo de estructuras se construian a partir de la informacién que
se obtenia de un experto. Sin embargo, este planteamiento es problematico: Por un lado,
el experto puede no tener informaciéon completa del problema y por otro, en el proceso de
adquisicién del conocimiento aparece un cuello de botella. Sin embargo, actualmente pode-
mos encontrar una gran cantidad de informacién depositada en bases de datos, y por tanto
podemos pensar en utilizar distintas herramientas de aprendizaje automatico que hagan uso
de esta informacion. Este tipo de herramientas serdn de gran utilidad a la hora de agilizar
la adquisicién del conocimiento, permitiendo reducir el cuello de botella. Ademas, el uso de
este tipo de técnicas nos permitird realizar tareas de aprendizaje en aquellos dominios donde
no disponemos de un experto. Dentro del entorno en que nos movemos, las redes de creencia,

se han realizado estudios que permiten realizar el aprendizaje para este tipo de estructuras
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[16, 43, 77, 84, 100, 151, 146, 167]. En cualquier caso, todas estas técnicas trabajan bajo la
suposicién de que el sistema a recuperar es eminentemente probabilistico, y por tanto, cuando
toman como informacion de partida una base de datos, suponen que ésta refleja fielmente la

distribuciéon de probabilidad a recuperar.

Planteamiento del Problema.

Partimos de la siguiente premisa: Una red de creencia es una herramienta apropiada para
trabajar con conocimiento incierto, independientemente del formalismo utilizado para repre-
sentar la incertidumbre. Sin embargo, cuando queremos construir algoritmos de aprendizaje
para redes de creencia, la mayoria de los esfuerzos realizados hasta ahora se centran en un
entorno probabilistico. En esta memoria nos planteamos el problema del aprendizaje de este

tipo de estructuras en entornos no probabilisticos.

Son dos las motivaciones principales que nos llevan a estudiar este problema: La primera
es que la teoria de la probabilidad ya no es hoy dia el tinico formalismo para el tratamiento
de la incertidumbre (aunque si es el méas antiguo y el mas desarrollado). Asi pues, la infor-
macién de partida utilizada para el aprendizaje puede ser no probabilistica, y en ese caso,
los algoritmos de aprendizaje conocidos son de poca utilidad. En segundo lugar, cuando se
realiza el aprendizaje a partir de una base de datos, se supone que el conjunto de datos es
lo suficientemente grande como para que la distribucién de probabilidad obtenida sea una
buena aproximacion de la distribucién real. Sin embargo, esta suposicién no tiene porque ser

clerta.

Un andlisis de este planteamiento nos lleva a seleccionar dos formalismos distintos para
representar la incertidumbre, el primero es la Teoria de la Posibilidad y el segundo el grupo
de las medidas que acotan un probabilidad. La Teoria de la Posibilidad es un formalismo
bien estudiado [58]. Dentro de las medidas que acotan una probabilidad, podemos encontrar
distintos formalismos para representar la incertidumbre [103], por ejemplo las Medidas de
Evidencia [139], las probabilidades superiores e inferiores [50], las Capacidades de Choquet
[39],.... Sin embargo, el principal problema que plantean estos modelos es el alto coste com-
putacional que se requiere tanto para su representacién como para la manipulacién de la
informacién. Por tanto, pretendemos considerar un formalismo que, atin siendo lo suficiente-
mente general, sea computacionalmente mas tratable. Esto nos conducirad a los intervalos de

probabilidades.

Una vez seleccionados los formalismos, el principal problema que se plantea es el de disefiar
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algoritmos eficientes para recuperar la red. De entre las distintas técnicas de aprendizaje,
nos decantamos por aquéllas que utilizan un criterio de independencia entre las variables
del modelo. Consideramos el concepto de independencia como un concepto primitivo, y
por tanto, podemos utilizar los algoritmos independientemente del formalismo con que se
represente la informaciéon. Basta con disponer de un concepto apropiado de independencia
para cada formalismo considerado. Sin embargo, cuando analizamos los distintos algoritmos
de aprendizaje, vemos que éstos utilizan tests de independencia que involucran a un gran
nimero de variables. El resultado de este tipo de tests, incluso en un entorno probabilistico, es
poco fiable cuando tomamos la informacién de una base de datos. Por tanto, nos centraremos

en el estudio de algoritmos que solucionen este problema.

Para finalizar, una vez que tenemos recuperada la red, en el proceso de construccién de
una red de creencia, debemos de asignarle valores cuantitativos a los nodos de la red. Por
tanto, debemos de estudiar un conjunto de técnicas que nos permitan estimar, para cada

formalismo, los valores nimericos para los nodos en la red.

Objetivos.

El objetivo de esta memoria es el de obtener las herramientas necesarias que nos permitan
aprender redes de creencia en entornos no probabilisticos. Este objetivo global, teniendo
en cuenta el planteamiento del problema realizado, lo hemos descompuesto en los siguientes

subobjetivos:

1. Estudiar las propiedades de independencia en redes de creencia, en especial centraremos
el andlisis en estructuras simples. La idea es la siguiente: La topologia de la red impone
un conjunto de relaciones de independencia sobre el modelo. En general, podemos
considerar que cuanto mds simple es la estructura, mayor es el conjunto de restricciones
impuestas. Por tanto, cuando nos restringimos a estructuras simples, el conjunto de
relaciones de independencia estd mas delimitado. Nuestro objetivo serd el de disefiar
algoritmos de aprendizaje para estructuras simples, donde se utilice la informacién sobre

relaciones de independencias proporcionada por la topologia del modelo a recuperar.

2. Como hemos comentado, los algoritmos de aprendizaje que consideramos utilizan rela-
ciones de independencia entre variables. Por tanto, otro de los objetivos serd el consi-
derar el concepto de independencia entre variables en entornos donde la incertidumbre

viene representada por una distribucién de posibilidad. Partiendo de que nos encon-
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tramos con un modelo que maneja incertidumbre e imprecisién, pretendemos obtener
definiciones de independencia donde se considere el hecho de que el conocimiento de
partida no es preciso, asi como realizar un estudio del comportamiento de estas defini-

clones

3. Puesto que queremos realizar el aprendizaje de redes de creencia en un entorno posi-
bilistico, otro de los objetivos que nos planteamos es el de considerar técnicas que nos
permitan estimar valores para la distribucién de posibilidad, en especial nos centramos

en técnicas que utilizan un conjunto de datos como punto de partida de la estimacién.

4. Cuando partimos de un conjunto de datos, si éste no es lo suficientemente grande,
la estimacion de una distribucién de probabilidad es de poca utilidad. Por tanto, se
debe utilizar otros formalismos, mas generales, capaces de representar la informacién
existente en la base de datos. Sin embargo, estos formalismos aunque son expresivos,
tienen un alto coste computacional tanto cuando consideramos el espacio necesario para
representar la informacién como cuando se considera el tiempo necesario para realizar los
calculos con los mismos. Por tanto, otro de los objetivos serd el encontrar un formalismo
eficiente que, sin perder expresividad para la representacién, nos permita trabajar de

forma eficiente.

5. Una vez que hemos encontrado el formalismo, los intervalos de probabilidad, debemos de
desarrollar un conjunto de herramientas necesarias para realizar las operaciones basicas
de calculo con ellos. Ademdas debemos de considerar los conceptos de independencia
y estimacion para este formalismo, donde de nuevo debemos de tener en cuenta que
la informacién de partida proviene de una base de datos, y por tanto que tenemos un

numero limitado de datos.

Los capitulos principales estdn organizados secuencialmente segin estas tareas:

En el capitulo primero se pueden distinguir dos partes, la primera dedicada a estudiar
las redes de creencia como un formalismo para representar un conjunto de relaciones de
independencia, y la segunda parte es una recopilacién de distintos algoritmos de aprendizaje
de redes de creencia utilizando un formalismo probabilistico. Podemos destacar dos grandes
grupos: los algoritmos que utilizan un criterio de bondad en la aproximaciéon y los que utilizan

criterios de independencia entre variables para realizar el aprendizaje.

En el capitulo segundo se hace un estudio de propiedades de independencia en redes
de creencia simples (arboles, poliarboles y grafos simples), y se proporcionan algoritmos
que, haciendo uso de estas propiedades, nos permitan recuperar la red de forma eficiente,

entendiendo a la eficiencia tanto en el tiempo de ejecuciéon como en el nimero y el orden
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de tests necesarios para realizar los algoritmos. Ademds, se discute el comportamiento de
los algoritmos cuando se consideran modelos que no son representables por este tipo de

estructuras.

El capitulo tercero estd dedicado a un estudio en profundidad del concepto de independen-
cia en la Teoria de la Posibilidad. Para ello, se proponen distintas definiciones de independen-
cia condicional, donde se considera el hecho de que la informacién de que disponemos es impre-
cisa e incierta. Se hace un andlisis axioméatico de las distintas propiedades que satisfacen las
definiciones de independencia condicional propuestas, considerando los operadores de condi-
cionamiento mds usuales, esto es, el condicionamiento de Dempster y el condicionamiento de
Hisdal. El capitulo finaliza con un estudio de distintas técnicas que nos permiten estimar
una distribucién de posibilidad. La distribucién se estimara bien a partir de consultas a
un experto o bien a partir de una base de datos. En este ltimo caso, cuanto menor sea
el nimero de datos del que disponemos, mayor serd la incertidumbre en la informacién. Se
proponen técnicas que permiten estimar la distribucién utilizando como parametro el tamano
de la base de datos.

Finalmente, en el capitulo cuarto, se presentan los intervalos de probabilidad como un for-
malismo eficiente para el tratamiento de la incertidumbre y se realiza un estudio de la situacién
de los intervalos de probabilidad dentro de la clasificaciéon de las medidas difusas. Ademas, se
proponen un conjunto de operaciones que se consideran las basicas para cualquier formalismo
capaz de trabajar con incertidumbre, como por ejemplo las operaciones de marginalizacion,
condicionamiento, combinacién, inclusién o integracién de intervalos de probabilidad. Poste-
riormente, se considera la relaciéon de los intervalos de probabilidad con otras medidas para
el tratamiento de la incertidumbre, en especial las medidas de evidencia. Para finalizar, se
consideran los problemas de la estimacién de intervalos de probabilidad a partir de una base
de datos, y distintas definiciones de independencia condicional en este formalismo, realizando
un estudio empirico del comportamiento de las mismas cuando consideramos como fuente de

nuestra informacién a un conjunto de datos.



Capitulo 1

Redes de Creencia: Algoritmos de

Aprendizaje

1.1 Introduccién

Cualquier Sistema Basado en el Conocimiento requiere una representacién apropiada del
conocimiento disponible, asi como un conjunto de herramientas que permitan realizar in-
ferencias sobre el mismo. Cuando el conocimiento que manejamos es incierto, las Redes de
Creencia se presentan como una atractiva solucién a este problema. Una red de creencia, es
una estructura grafica (un grafo) que de forma explicita representa un conjunto de variables y
las relaciones de dependencia e independencia entre éstas. Cuando la relacién de dependencia

se interpreta como una relaciéon causa-efecto, a estas redes se las denomina Redes Causales.

Por tanto, podemos decir que la topologia de la red es una representacion cualitativa del
conocimiento, mediante un conjunto de relaciones de dependencia/independencia entre las
variables. Ademds, una red de creencia nos permite representar el conocimiento cuantitativa-
mente. Asi, por ejemplo, cuando nuestro conocimiento viene determinado, cuantitativamente,
mediante una distribucién de probabilidad, una red de creencia nos permite representar efi-

cientemente la distribucién. A este tipo de redes se las denomina Redes Bayesianas.

Una vez elegida una representacién del conocimiento, en nuestro caso las redes de creencia,
el primer problema que se plantea es como se construye la red que representa el problema.
Una posible solucién consiste en el disefio de un conjunto de técnicas que permitan elici-
tar el conocimiento de un experto. Sin embargo, es bien conocido que la adquisicién del

conocimiento a partir de expertos produce un ‘cuello de botella’ a la hora de desarrollar estos
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sistemas. Para solucionar este problema, se han desarrollado un conjunto de herramientas

que permiten el aprendizaje de este tipo de estructuras a partir de un conjunto de datos.

En este capitulo se presenta una introduccién sobre representacién y aprendizaje de redes
de creencia. En la primera parte se presentan las ideas basicas sobre la representacién del
conocimiento, haciendo hincapié en las relaciones de independencia que pueden expresar. En

la segunda parte se estudian distintas técnicas conocidas de aprendizaje de redes.

1.2 Redes de Creencia.

Una red de creencia nos va a permitir representar nuestro conocimiento sobre un determi-
nado problema a través de estructuras graficas, (Grafos Dirigidos Aciclicos, GDA) donde los
nodos representan las variables y los arcos representan relaciones de causalidad, relevancia o
dependencia entre ellas. Si analizamos topoldogicamente la red, obtenemos una representacion
cualitativa del conocimiento mediante un conjunto de relaciones de dependencia e indepen-
dencia entre variables. Este andlisis nos permite obtener una interpretacién semantica de
la red, esto es, para un determinado problema, podemos leer y entender las relaciones de
relevancia o de causalidad entre variables. Una relaciéon de relevancia entre dos variables,
x e y, implica una modificacién en la creencia sobre z, dado que se conoce el valor que
toma la variable y. Andlogamente, una relacién de independencia entre z e y se interpreta
como una no ganancia de informacién (no se modifica la creencia) al conocer y. El siguiente
ejemplo muestra cémo se pueden interpretar las relaciones de dependencia e independencia

representadas en un GDA.

Ejemplo 1.1 Supongamos que vamos a alquilar un vehiculo para realizar un viaje por car-
retera. Una posible representacién del problema la tenemos en la Figura 1.1, donde el conjunto

de variables consideradas relevantes son;

TV: Tipo de Vehiculo con el cual vamos a realizar un viaje, que puede tomar los valores

{ Utilitario, Deportivo, Berlina}.

TC': Tipo de Carretera por la cual transcurre el viaje, tomando valores { Autopista, Nacional,

Comarcal, Urbana }.

V M: Velocidad Media en el viaje. Supongamos que discretizamos los posibles valores en los

intervalos (en Km/h. ) {[0,50],(50,80],[80, 100),[100, 130),[130,...]}.

D: Duracién (en horas) del viaje, tomando valores en {[0,1),[1,2),[2,3),[3,...]}.
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Figura 1.1. Viaje por Carretera.

P: Precio de alquiler, tomando valores en {[0,10000),[10000,30000),[30000,...]}.

Analicemos el subgrafo TC' — VM — D: En este caso, las relaciones de dependencia
que tenemos son: El tipo de via influye sobre la velocidad media del viaje y ésta influye
directamente sobre la duracién del mismo. Ademas, cuando no se sabe nada sobre la velocidad
media en el trayecto, la duracién del viaje influye en nuestra creencia sobre el tipo de carretera
y viceversa. Sin embargo, si sabemos que la velocidad media del viaje pertenece al intervalo
[130,...], entonces el saber que la duracién del viaje es de 4 horas, no altera mi creencia en
que la via debe ser una autopista. En términos de relaciones de independencia, podemos
decir que T'C' y D son variables dependientes, sin embargo conicida la velocidad media del

viaje, TC' y D son independientes.

En el subgrafo P — TV — VM, podemos hacer un razonamiento analogo: Si el precio
de alquiler es bajo, entonces podemos imaginar que el vehiculo es un utilitario y por tanto
la velocidad media no debe ser muy elevada. Sin embargo, si conocemos que el vehiculo es
un deportivo, el conocer el precio de alquiler no aporta informacién sobre la velocidad media
en el viaje. En este caso, tenemos que Py VM son variables dependientes, pero conocido el

valor de T'V, se hacen independientes.

Para finalizar, analicemos el subgrafo TV — VM <« T(C'. Aqui observamos como el tipo
de vehiculo es independiente del tipo de carretera por la que se va a realizar el viaje, es decir,
saber que el viaje se realiza en un utilitario, no dice nada sobre el tipo de via por la que se
va a circular. En cambio, si se sabe que se realizé el viaje en un utilitario y que la velocidad
media fue de 140Km /h, mi creencia en que el viaje se hizo por autopista aumenta. Por tanto,
las variables TV y T'C' son independientes, pero conocido VM se hacen condicionalmente

dependientes. a
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El concepto de independencia, ademas de facilitar una representacion cualitativa del pro-
blema, nos permite identificar qué informacién es relevante y qué informacién es superflua.
Por tanto, a la hora de encontrar posibles explicaciones para una determinada consulta,
podemos modularizar el conocimiento de forma que sélo sea necesario consultar la informacién
relevante. En el ejemplo anterior, si para una variable (D) son conocidas sus causas directas
(VM), el hecho de conocer cualquier otra causa no directa (7'V,T'C'), no aporta ninguna

informacién adicional sobre el valor que tome la variable (D).

Con este ejemplo, hemos visto que el concepto de independencia es 1til para la repre-
sentacion cualitativa del conocimiento, y que es de utilidad cuando queremos realizar un
proceso de inferencia. Ademas, veremos cémo el mismo concepto de independencia puede
utilizarse para obtener una representacién, cuantitativa, de la informacion de forma eficiente.
Asi, cuando hablamos de redes Bayesianas, el conocimiento cuantitativo viene determinado
por una distribucién de probabilidad conjunta sobre el conjunto de variables consideradas,
U=A{zy,...,2,}. Laregla de la cadena nos permite representar la distribucién de probabil-

idad, P(z1,22,...,2,), como

Plzy,22,...,0,) = P(ay, | 2oty oy 21) .o  Plas | 22, 21) P22 | 1) P(21)

Si conocidas las causas directas de una variable z;, z; es condicionalmente independiente

del resto de variables, excepto sus consecuentes, la relaciéon anterior se puede expresar como

P(z1,29,...,2,) = Pla, | 7(2y)) ... Plas | m(x3))P(a | 7(22))P(z1)

con 7(x;) representando el conjunto de causas directas de x;, padres de z; en el grafo. Por
tanto la distribucién de probabilidad conjunta se puede recuperar a través de la siguiente

expresién:

P(zy,29,...,0,) = HP(QUZ | 7(2;))

En consecuencia, para recuperar la distribucién, sélo tendremos que almacenar, para cada
nodo, una distribucién de probabilidad condicional. Con esta representacion se consige, en
general, un ahorro considerable en el espacio requerido (puede ser del orden polinomial)
para almacenar la distribucién de probabilidad conjunta. Notemos que el espacio nece-
sario para almacenar la distribuciéon de probabilidad conjunta mediante una tabla de valores

P(z1,23,...,2,) es del orden exponencial.

Por tanto, el concepto de dependencia/independencia entre variables se ha mostrado como

un elemento esencial en las redes de creencia. En la siguiente secciéon hacemos un estudio



Redes de Creencia. 19

abstracto del concepto de independencia, presentando un conjunto de propiedades, que lla-
maremos axiomas, que parece sensato exigir a toda relacién que intente captar el concepto

intuitivo de independencia.

1.2.1 Axiomatica de Independencia.

Existen situaciones en las cuales el ser humano es incapaz de expresar su conocimiento de
forma cuantitativa, y sin embargo puede establecer con seguridad que, entre un conjunto de
variables, existe una relacion de independencia. Este hecho nos hace pensar que la nocién de
independencia debe ser un concepto primitivo, debiendo tener un conjunto de propiedades
comunes a los distintos formalismos con los que se pueda representar el conocimiento. Por
tanto, es necesario el considerar un entorno abstracto en el que poder analizar el concepto de

independencia.

Sea U un conjunto finito de variables, denotamos con letras en mintsculas a los elementos
individuales de U, esto es, z,y,z,..., mientras que los conjuntos de variables se denotan
mediante letras mayusculas X,Y, Z,.... Un Modelo de Dependencias [126] se define como un
par M = (U, I), donde I es un conjunto de reglas que asignan valores de verdad al predicado
‘X es Independiente de Y, dado Z’, denotado por I(X | Z | V), con X,Y y Z conjuntos
disjuntos de variables en U. Intuitivamente, un conjunto de variables X es considerado
independiente de otro Y, dado que conocemos los valores que toman las variables en Z,
cuando nuestra creencia sobre los valores de X no se modifica si obtenemos informacién

adicional sobre los valores de Y.

Por ejemplo, en un entorno probabilistico [48, 76, 105, 153, 157], una distribucién de
probabilidad P, puede ser considerada un modelo de dependencias utilizando la siguiente

relacién

I(X|Z|Y)& P(x|yz) = P(x | z) siempre que P(yz) >0

para toda instanciacién x,y,z de los conjuntos X,Y y Z. En cualquier caso, un modelo de
dependencias puede aplicarse con cualquier otro formalismo no probabilistico [24, 25, 20, 126,
143, 158, 173]. Un estudio de las relaciones de independencia en la teoria de la probabilidad
y en la teoria de Bases de Datos [66], proporciona un conjunto de propiedades que parece
razonable exigir a toda relaciéon que intente capturar el concepto intuitivo de independencia.

Estas propiedades se pueden axiomatizar como [126]:

A0 Independencia Trivial:
(X |z]0)
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A1l Simetria:
(X |Z|Y)=1Y]|Z]|X)

A2 Descomposicion:

I(X|Z|YUW)=>I(X|Z]|Y)

A3 Unién Débil:
I(X|Z|YUW)=I(X|ZUY |W)

A4 Contraccién:

I(X|Z|Y)&I(X|ZUY |W)=I(X|Z|YUW)

A5 Interseccion:

I(X|ZUW |Y)&I(X|ZUY |W)=>I(X|Z|YUW).

Estos axiomas tienen la siguiente interpretacion intuitiva:

A0 Independencia Trivial: En cualquier estado de conocimiento, una informacién nula no

modifica la informacién que tenemos sobre X.

A1l Simetria: Dado un estado de conocimiento Z, si el conocer ¥ no aporta ninguna infor-
macién sobre el valor que pueda tomar X, entonces el conocer X no aportara informacion

sobre el valor que pueda tomar Y.

A2 Descomposicién: Si dos componentes de informaciéon ¥ y W conjuntamente son consi-
deradas irrelevantes para X, entonces cada uno de ellas por separado también debe ser

considerada irrelevante para X.

A3 Unién Débil: Este axioma, establece que al conocer informacién Y considerada irrelevante
para X, entonces esta informaciéon no puede ayudar a que otra informacién irrelevante

W se transforme en relevante para X.

A4 Contraccién: Si se considera que W es una informacion irrelevante para X después de
conocer informacion irrelevante Y, entonces W también deberfa ser irrelevante para X

antes de conocer Y.

A5 Interseccién: Si dos elementos combinados de informacion, ¥ v W son relevantes para
X, entonces al menos uno de ellos debe ser relevante para X, cuando el otro es afiadido

a un estado de conocimiento previo Z.
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Cualquier modelo de dependencias que satisface los axiomas Al - A4 se denomina semi-

grafoide, si ademas satisface el axioma A5 al modelo se le llama grafoide [128].

Este conjunto de axiomas permite representar la esencia del concepto de independencia.
Por tanto, proporcionan una herramienta adecuada para poder comparar las propiedades de
una relacién de independencia considerando diferentes formalismos. Ademds, el conjunto de
axiomas puede considerarse como una regla general de inferencia, capaz de derivar nuevas

relaciones de independencia a partir de un conjunto inicial de relaciones.

1.2.2 Modelos de Dependencias y Redes de Creencia.

El objetivo de esta seccidon serd el considerar la red de creencia como una representacién
grafica de un modelo de dependencias y hacer un andlisis de las distintas propiedades que
se presentan. En este caso, debe de existir una correspondencia directa entre el conjunto
de variables en el modelo y el conjunto de vértices o nodos en un grafo. donde mediante la

topologia de la red se representan un conjunto de propiedades de independencia del modelo.

Una interpretacién semdntica de una red de creencia, necesita de un criterio que determine,
de forma precisa, qué propiedades de independencia son reflejadas por la topologia de la
red. Fste mismo criterio, debe ser utilizado al hacer un analisis de la red como una re-
presentacién de un modelo de dependencias. Antes de considerar el criterio, consideraremos

algunas definiciones previas.

Definicién 1.1 FEl esqueleto de un GDA G es el grafo no dirigido que se forma al eliminar de
G las direcciones en los arcos. Un camino es una secuencia de nodos conectados por arcos en
el grafo. Un camino no dirigido, es un camino en el que no se consideran las direcciones de
los arcos. Un enlace cabeza a cabeza en un nodo es un camino que tiene la forma z — y — w,
el nodo y es un nodo cabeza a cabeza en el camino. Un camino ¢ se dice activo por un conjunto

de nodos Z si se satisface que

1. Todo nodo de ¢ con arcos cabeza a cabeza estd en Z o tiene un descendiente dentro de

Z.

2. Cualquier otro nodo en el camino no pertenece a 7.

Si no se satisface esta relacion se dice que el camino estd bloqueado por Z.

Vistas estas definiciones el criterio grafico de independencia en una red de creencia, llamado

d-separacion [119, 126, 166], puede expresarse como
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Definicién 1.2 (d-separacién) Si X,Y y Z son tres subconjuntos de nodos disjuntos en
un GDA G, entonces Z se dice que d-separa X de Y, o lo que es lo mismo X e Y son
grdficamente independientes dado Z y lo notamos como < X | Z | Y >¢, si todos los

caminos entre cualquier nodo de X y cualquier nodo de Y estan bloqueados por Z.

Utilizando el anterior criterio, cualquier red de creencia o, en general, cualquier GDA, ¢
sobre un conjunto de variables U, se puede considerar como un Modelo de Dependencias,
M = (U,d-separacion). En este caso, ademds tenemos que el modelo de dependencias es un

grafoide [126], esto es, satisface el conjunto de axiomas A1-Ab5.

Dado un modelo de dependencias M, no siempre es posible construir un GDA que satisfaga
todas las relaciones de independencia en el modelo. Si nos planteamos la posible relacién
existente entre el Modelo de Dependencias y su representaciéon grafica, podemos encontrarnos

con alguno de los siguientes casos.

Definicién 1.3 (I-map) Un GDA G se dice que es un I-map[126] de un Modelo de Depen-
dencias M si toda relacion de d-separacion en G corresponde a una relacion de independencia

valida en el modelo M, es decir, si dados X,Y, Z conjuntos disjuntos de vértices se tiene que

<XI|Z|Y>g= (X |Z|Y)m

Dado un GDA G, que es un I-map de un Modelo de Dependencias M, decimos que es un

I-map minimal de M si al borrar alguno de su arcos, GG deja de ser un I-map del Modelo.

Definicién 1.4 (D-map) Un GDA G se dice que es un D-map [126] de un Modelo de
Dependencias M si toda relacion independencia en el modelo M se corresponde con una
relacion de d-separacion en G, es decir, si dados X,Y,Z conjuntos disjuntos de vértices se
tiene que

<XI|Z|Y>g=1(X|Z|Y)m

Un I-map garantiza que los vértices que estan d-separados corresponden a variables inde-
pendientes, pero no garantiza que para aquellos vértices que estdn d-conectados (o sea, no
d-separados), sus correspondientes variables sean dependientes. Reciprocamente, en un D-
map se puede asegurar que los vértices d-conectados son dependientes en el modelo, aunque
un D-map puede representar un par de variables dependientes como un par de vértices d-
separados. Ejemplos triviales de D-map e I-map son, respectivamente, los grafos donde el

conjunto de arcos es vacio y los grafos completos (existe un arco entre cada par de vértices).
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Definicién 1.5 (Perfect-map) Un GDA, G se dice que es un Perfect-map [126] de un

Modelo M, si es I-map y D-map simultdneamente, es decir

<X|Z|Y >g=I1(X|Z|Y)u

Si un grafo G es un Perfect-map de un modelo de dependencias, diremos que los modelos
son Isomorfos, pudiendo hablar indistintamente de relaciones de independencia tanto en el

GDA como en el modelo.

Dado un Modelo de Dependencias, pueden existir distintas representaciones graficas re-
flejando las mismas relaciones de independencia que el modelo. En este caso decimos que las
representaciones son Isomorfas, y lo notamos por ~. Por ejemplo, las siguientes relaciones
reflejan el hecho de que 2 y z son marginalmente dependientes, pero conocida y se hacen

condicionalmente independientes.

T—Y— 2R —=Y—=2RT—Y— 2

El siguiente teorema, dado en [126] nos da un conjunto de propiedades necesarias para

que un GDA sea considerado isomorfo a un modelo de dependencias.

Teorema 1.1 Condicion necesaria para que un modelo de dependencias M sea isomorfo a
un GDA G es que I(X | Z | Y ) satisfaga el siguiente conjunto de axiomas (el subindice M

es omitido):
1. Simetria:
IX|Z|Y)eI(Y]|Z]X)

2. Composicion/ Descomposicion:
IX|Z|YUW)eI(X|Z|Y)&I(X|Z|W)

3. Union Débil:
IX|Z|YUW)=> (X |ZUY |W)

4. Contraccion:

I(X|Z|Y)&IX|ZUY |W)=>I(X|Z|YUW)

5. Interseccion:

I(X|ZUWI|Y)&I(X|ZUY |W)=I(X|Z|YUW)
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6. Transitividad Débil:
IX|Z|V)&IX|ZUw|Y)=1(X|Z|w)ol(w|Z]Y)

7. Cordalidad:
Iz|lyUz|w) & [(yleVw]|z)=>I(z|y|lw)ol(z]z|w)

Donde X,Y,Z, W son conjuntos de variables y x, ¥, z, w son variables individuales.

1.3 Algoritmos de Aprendizaje.

En la seccion anterior se presentaban las redes de creencia como una herramienta sélida para
representar la informacién en Sistemas Basados en el Conocimiento. Una primera linea de
investigacién es aquella que busca desarrollar algoritmos eficientes de inferencia en este tipo
de estructuras. En este sentido, podemos encontrar un conjunto de algoritmos [124, 106,
138, 83] para un formalismo probabilistico (redes Bayesianas) y algoritmos donde se utilizan
otros formalismos para representar la informacién cuantitativa en la red (por ejemplo para
evidencias [141], para posibilidades [59], para probabilidades inferiores y superiores [32, 163],
para convexos de probabilidades [35], ...). La existencia de este tipo de algoritmos provoca
que cada vez sean mas las aplicaciones practicas [7, 10, 131, 8, 112] que utilizan las redes de

creencia como formalismo para representar e inferir conocimiento.

En estos casos se considera que la estructura de creencia es conocida de antemano, asi
como los pardmetros nimericos necesarios para cada variable en la red. El siguiente problema
que se plantea es el estudiar como se construye una red de creencia. Una posibilidad es
que el ingeniero del conocimiento construya la red con la ayuda de expertos humanos en el
problema. Sin embargo, cuando el experto tiene un conocimiento parcial sobre el problema,
esta aproximacion es problemdatica. En cualquier caso, construir este tipo de redes con la
ayuda de expertos humanos es una tarea que requiere una gran cantidad de tiempo y esfuerzo,
apareciendo un cuello de botella en el proceso de adquisicién del conocimiento. Por ello, es
deseable el tener técnicas automaticas que nos permitan agilizar este proceso. Este tipo de
técnicas se basan en utilizar la informacién que se obtiene a partir de una base de datos.
Ademds, cada vez es mas usual el poder encontrar disponibles grandes bases de datos, por lo
que los algoritmos de aprendizaje automético representan una herramienta 1til en la fase de

construccién de este tipo de estructuras.

En esta seccion consideraremos distintas técnicas cuyo objetivo es el de recuperar la red
que es capaz de reproducir un conjunto de datos. En general, estas técnicas asumen que la

base de datos es una representacién de la distribucién de probabilidad que sigue la poblacién,
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en lugar de una muestra de la misma, y su objetivo es el de encontrar la red Bayesiana que
mejor represente el conjunto de datos. Esta suposicion es valida cuando tenemos una muestra
suficientemente grande de ejemplos, de forma que revele todas las relaciones de dependencia
en la distribucién. En cualquier caso, este hecho representa una simplificaciéon del problema

del descubrimiento.

Podemos realizar una clasificacién de los algoritmos de aprendizaje basiandonos en la

técnica que se utiliza para recuperar la topologia de la red:

* Métodos que utilizan un criterio de bondad de ajuste.

* Métodos que utilizan criterios de Independencia.

Esta clasificacién no es estricta ni exhaustiva, ya que existen métodos que utilizan una com-
binacién de ambas técnicas, por ejemplo [147] o métodos que utilizan otro tipo de técnicas,

por ejemplo Bacchus utiliza 1égica probabilistica [9], ...

Nosotros nos centraremos en el estudio de métodos que utilizan criterios de independencia.
El hecho de que los algoritmos encuadrados en este método tomen como entrada una lista
de relaciones de independencia condicional, £, entre variables proporciona al método una
de sus principales ventajas: Los elementos de £ pueden ser obtenidos bien a partir de un
conjunto de datos empiricos o bien a través de consultas a un experto, o una combinacién
de ambas. Otra importante ventaja de éste método es que, al tener como entrada relaciones
de independencia entre variables, podemos independizar los algoritmos de construccién de la
estructura del formalismo utilizado para representar cuantitativamente la informacion. Los
métodos estadisticos tradicionales presuponen que se conoce la distribuciéon de probabilidad
completa o una buena aproximacién de ella. Por tanto, en aquellos casos donde la distribucion
de probabilidad no es bien conocida o el conjunto de datos no es lo suficientemente grande,

tendremos que utilizar otros formalismos mas generales para manejar la incertidumbre.

Entre las ventajas de los métodos que utilizan un criterio de bondad en el ajuste podemos
destacar que pueden proporcionar como salida informacién sobre como de buena es la aproxi-
macién (mediante la probabilidad de la red dada la base de datos). Otras ventajas son el que
es posible asignar probabilidades a priori para las distintas redes, de forma que expresemos
nuestra preferencia por determinadas estructuras y el que sea posible obtener mas de una

estructura como salida, de forma que se pueda seleccionar cudl es la mejor.

En la siguiente seccién consideraremos un conjunto de algoritmos de aprendizaje basados
en una bondad en el ajuste, para posteriormente considerar los algoritmos de aprendizaje

basados en un estudio de las relaciones de independencia.
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1.3.1 Métodos que utilizan un Criterio de Bondad en el Ajuste.

En esta seccién realizaremos un breve repaso de algunos algoritmos de aprendizaje que utilizan
algin criterio de bondad en el ajuste como base para recuperar la red. El problema se puede
enfocar en cémo podemos construir, a partir de una base de datos, un grafo dirigido aciclico

que, con el menor nimero de arcos, sea una ‘buena’ representacién de la base de datos.

Los algoritmos que se enmarcan en esta clase incorporan, implicita o explicitamente, los

siguientes tres elementos:

1. Una medida de calidad que nos permita seleccionar la mejor estructura entre un conjunto

de ellas.

2. Una heurfstica de bisqueda para seleccionar, de entre el conjunto de posibles estructuras

por comparar, una de ellas.

3. Un método para obtener la informacién cuantitativa (distribuciones de probabilidad) de

la estructura resultante.

En esta seccién distinguiremos los algoritmos que tratan de obtener una estructura simple-
mente conectada, esto es un GDA donde entre cada par de vértices existe a lo sumo un 1nico
camino (por ejemplo, arboles o polidrboles), de aquellos que tratan de obtener estructuras

mas complejas. Todos ellos consideran el formalismo de las redes Bayesianas.

¢ Estructuras Simplemente Conectadas.

Analizaremos dos algoritmos que recuperan estructuras simplemente conectadas. Como me-
dida de calidad, estos algoritmos utilizan una medida distancia entre la distribucién de pro-
babilidad obtenida de los datos, P, (la consideran la distribucién real) y la distribucién que
se obtiene al considerar una estructura simplemente conectada PT, como el producto de n

distribuciones de probabilidad condicionadas.

El objetivo que persiguen es el de encontrar aquella distribucién PT que mejor se adecue
a la distribucién real P. Para ello, utiliza como criterio de bondad en el ajuste a una medida
distancia entre las dos distribuciones P? y P, la medida de Entropia de Kullback-Leibler [96]

P(xq,...,%n)

D(P,PT) = Z P(Xl,...,xn)logm (1.1)

Xl,...,Xn
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Con x1,...,xy representando todos los posibles casos de las variables zq,...,2,. El al-
goritmo de bisqueda trata de minimizar la distancia D(P, PT). Para ello, es suficiente con
proyectar P en un arbol generador de costo méximo, con lo que en este caso el proceso de
bisqueda se realiza de forma implicita. Para cada arista (z;, z;) se define el costo como la me-
dida de informaciéon mutua entre las variables, esto es, la Cantidad de Informacion I(x;, ;)

calculada mediante la ecuacion

ai,a) =Y P(Xi’xj)log% "

X, X5

Entre las propiedades de la medida I(z;, ;) cabria destacar que siempre es positiva o nula,
alcanzando el minimo (cero) cuando las dos variables son independientes. Cuanto mayor sea

el valor de la Cantidad de Informacién la dependencia entre las variables serd mayor.

Veremos en primer lugar el algoritmo dado por Chow y Liu [40] para recuperar arboles,
para posteriormente considerar una modificacién sobre el mismo propuesta por Rebane y
Pearl [132, 126] que nos permite recuperar polidrboles, esto es, una estructura simplemente
conectada donde un nodo puede tener mas de un padre. Al tener una factorizacién con dis-
tribuciones de probabilidad condicionales de un orden mayor, un poliarbol permite representar
modelos de dependencias més ricos que las estructuras arbéreas. El algoritmo propuesto por

Chow y Liu es el siguiente:

Algoritmo 1.1 (Chow y Liu)

1. A partir de la distribucion de probabilidad conjunta observada P(x1,...,z,) calcular,

para cada par de variables (z;,%;), la distribucion marginal bidimensional P(x;,x;).

2. Utilizando el conjunto de pares, calcular todos los n(n — 1)/2 pesos de las aristas uti-

lizando la ecuacion 1.2 y ordenarlos por magnitud.
3. Seleccionar el par de mayor peso y anadir una arista entre los dos nodos.

4. Seleccionar la siguiente arista de mayor peso y anadirla al grafo, salvo que forme un

ciclo, en cuyo caso se elimina y se toma el siguiente par de mayor peso.

5. Repetir | hasta que n — 1 aristas hayan sido incluidas.

Este algoritmo puede generar, dada una determinada distribucién de probabilidad P,

distintos 4rboles dependiendo del orden con el que se seleccionen los arcos de igual peso.
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Las ventajas que presenta este algoritmo son las siguientes: Para calcular la Cantidad de
Informacién (ecuacion 1.2) sélo se utiliza distribuciones conjuntas bidimensionales, las cuales
pueden ser calculadas de forma eficiente y fiable a partir de un nimero no demasiado elevado
de datos. Ademds, el algoritmo se ejecuta en un orden O(n?logn), utilizando dnicamente
una comparacién de pesos. Finalmente, si la distribucién es representable por (es isomorfa

a) un arbol, el algoritmo recupera el arbol que la representa.

El algoritmo de Rebane y Pearl [132], se puede considerar como una generalizacién del
método de Chow y Liu. Fn una primera fase, el algoritmo calcula el esqueleto de la estructura
(utilizando el algoritmo de Chow y Liu), para posteriormente orientar el mayor nimero posible
de aristas. La fase de orientacién se basa en la siguiente propiedad: Fn una estructura de
polidarbol, dos nodos con un descendiente directo comun son marginalmente independientes.
Por tanto, es posible distinguir, dado el subgrafo 2 — y — z, la estructura ¢ — y «— z de
las estructuras @ « y — z;¢ — y — z;x¢ <« y < z, las cuales son probabilisticamente
indistinguibles. Para ello, dada la terna z — y — 2z, podemos determinar si x y z son padres

de y en base a tests de independencia marginal entre z y z. El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1.2 (Rebane y Pearl)

1. Generar el arbol generador de costo mdaximo utilizando el algoritmo de Chow y Liu
(Algoritmo 1.1).

2. Buscar una terna de nodos © — y — z donde x y z sean marginalmente independientes.

En este caso orientar x,z como padres del nodo y.

3. Cuando una estructura de muiltiples padres ha sido encontrada, determinar la direccion

de todos sus arcos utilizando el test de independencia marginal entre sus adyacentes.

4. Para cada nodo que tenga al menos un arco de entrada, estudiar la direccionalidad del

resto de los adyacentes mediante test de independencia marginal.
5. Repetir los pasos 2 a 4 hasta que no se puedan descubrir nuevas orientaciones.

6. Si existen arcos sin orientar, etiquetarlos como ‘indeterminados’.

Cuando la distribucién P(z1,...,n;) puede ser representada mediante un polidrbol, el
algoritmo recupera el esqueleto y ademas direcciona el mayor nimero de arcos posibles,
detectando cudndo una variable tiene mas de un padre. En cualquier otro caso, no existen

garantias de que el polidrbol obtenido sea la mejor aproximacién de P(z1q,...,2,).



Algoritmos de Aprendizaje. 29

Otros algoritmos, que se pueden considerar generalizaciones del método de Chow y Liu,
son por ejemplo: CASTLE [2, 3] donde se permite el uso de otro tipo de distancias, por
ejemplo distancia de Hamming o distancia de minimos cuadrados, y que ademds dispone
de métodos para incorporar el conocimiento experto a priori y el manejo de inconsistencias.
Geiger [74] propone una versién modificada del algoritmo de Chow y Liu dentro del contexto

del reconocimiento de digitos escritos a mano.

¢ Grafos Dirigidos Aciclicos.

Los métodos anteriores permiten recuperar estructuras simplemente conectadas que de alguna
forma representan o aproximan el modelo. En esta secciéon consideramos algoritmos que nos
permiten recuperar estructuras mas complejas, esto es, grafos dirigidos aciclicos de cualquier
tipo. La principal diferencia entre los métodos que consideraremos la proporciona la medida

de bondad de ajuste que utilizan.

Medida de Entropia. El siguiente método, dado por Herskovits y Cooper [84], utilizan
como criterio de calidad una medida de entropia, de forma que la mejor red es aquélla que
minimize la entropfa para la distribucién de probabilidad que representa el grafo. Como el
nimero posible de grafos es enorme, se hace necesaria la presencia de una bisqueda heurfstica
para elegir la mejor red. El método de bisqueda seleccionado es una bisqueda greedy. FEl
sistema, por tanto, incorpora dos moédulos, el primero que calcula la entropia asociada a una

red bayesiana y el segundo que se encarga de construir la red propiamente dicha.

Inicialmente se construye una red donde se asume que todas las variables en la base de
datos son marginalmente independientes, calculindose la entropia de la misma. El segundo
modulo se encarga de escoger el siguiente arco a anadir (manteniendo siempre la aciclicidad),
de tal forma que se minimice la entropia de la red resultante. Las probabilidades condi-
cionadas para el nodo situado en la cabeza del nuevo arco son obtenidas directamente de
la base de datos. El proceso continua hasta que la medida de entropia alcance un umbral

determinado.

Si consideramos un modelo con n nodos, el nimero de arcos considerados antes de se-
leccionar el mejor a afiadir es del orden O(n?). Ademds, cuando todas las asociaciones se
encuentran significativas, el proceso se debe repetir otras O(n?) veces. Por tanto, el proceso
completo tiene un tiempo de ejecucién del orden O(n*), excluyendo los cdlculos de entropfa.
La direccion de los arcos se obtiene a partir de un orden total sobre las variables del modelo,

proporcionado por un experto.
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El célculo de una medida de entropia tiene un orden exponencial en el nimero de variables.
Herskovits utiliza una medida de entropia basada en el concepto de entropia condicional [135],
de forma que éste tiempo sélo se alcanza en los peores casos. La entropia condicional se
obtiene calculando, para cada nodo, la entropia asociada a una instanciacién particular de
sus padres, ponderandola por la probabilidad de que sus padres asuman esos valores. Si U es
el conjunto de variables en una red G, la entropia condicional de la distribucién representada

por la red se calcula como

He = Z Z P(ﬂ(xi))ZP(xi | m(x;)) In P(x; | 7(x;)). (1.3)

el W(Xi) X

Donde, para cada nodo z; en la red, x; y 7(x;) representan una instanciacién particular

de x; y del conjunto de padres de z; en la red, respectivamente.

En cada ciclo del algoritmo se calculan n? medidas de entropia, una para cada uno de los
arcos que quedan. Ademds, se necesita una funcién que determine el mejor arco posible a
incluir o bien detectar que la bisqueda debe parar. Por tanto, para cada arco considerado
en un ciclo del algoritmo, se tiene que detectar si la distribucién representada por la red
bayesiana (incluyendo el arco) es mejor que la distribucién de la red sin el arco. Para ello,
se calcula la diferencia de entropia entre las dos redes. Es decir, se calcula la probabilidad
de que la adicién de un arco no provoque diferencias con la distribuciéon subyacente. Este
resultado se corresponde con una relaciéon de independencia condicional. Se selecciona aquel
arco con menor probabilidad de manifestar independencia condicional, con lo que se maximiza

la probabilidad de que el arco deba ser incluido.

Medida Bayesiana. Cooper y Herskovits [43, 44] proponen como criterio de bondad de
ajuste una medida basada en una aproximacién Bayesiana. En esta aproximacién se asume
que ninguna estructura es preferida antes de que la base de datos haya sido inspeccionada.

Por tanto, tratan de encontrar la estructura de red mas probable, dada la base de datos.

Sea D una dase de datos, con U = {xy,...,2,} el conjunto de variables presentes en D,
y sean Bg,, Bs, dos redes conteniendo exactamente las variables en U. FEntonces, la razon
P(Bs, | D)/P(Bs, | D), permite ordenar un conjunto de estructuras basindonos en las
probabilidades a posteriori. Para calcular esta razén se utiliza la equivalencia
P(Bs, | D) _ P(Bs;, D)

P(Bs, | D)~ P(Bs,, D) (1.4)

El objetivo es encontrar una estructura G'g que maximice P(Gg | D). Para ello basta con

maximizar P(Gg, D), calculada como
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P(Gs,D) = P(GS)H!](%,W(%))- (1.5)

donde g(a;,7(z;)) viene dado por

g(zi,m(z:) = 1

J=1

—' H Nix!, (1.6)

para cada variable z;: r; representa el nimero de posibles instanciaciones de la variable x;,
esto es, (X;1,...,X;,); N representa al tamaiio de la base de datos, D; 7(x;) es el conjunto
de padres de la variable z;; w;; representan la j-ésima instanciaciéon de 7w(z;) en D; ¢; es el
nimero de posibles instanciaciones para m(z;); N;jx es el nimero de casos en D para los que

z; toma el valor x;; con 7(x;) instanciada a w;; y Nij = 21 Nijk.

Recordemos que el objetivo del algoritmo de bisqueda es seleccionar aquella red que
optimice un criterio de bondad de ajuste. Sin embargo, el nimero de estructuras posibles
crece exponencialmente, por lo que Cooper y Herskovits utilizan un método heurfstico basado

en una bisqueda greedy, con un tiempo de ejecucién polinomial.

Cooper y Herskovits suponen que, de partida, se conoce un orden entre las variables y que
a priori todas las estructuras son igualmente probables. Por tanto, la probabilidad a priori
sobre la estructura de la red es uniforme, pudiendo ser ignorada en el proceso. El algoritmo,
llamado K2, toma los padres en el orden y presupone que, de partida, un nodo no tiene
padres. En cada paso anade el padre cuya inclusién incremente méas la probabilidad de la
estructura resultante ¢g(z;, 7(2;)). Cuando la adicién de un padre no pueda incrementar esta

probabilidad, se dejan de anadir nodos al conjunto de padres.

Las entradas al algoritmo son: n un conjunto de nodos, junto con un orden entre ellos,
una cota superior u del nimero de padres que una variable puede tener y una base de datos

que contiene N casos. Como salida obtenemos el conjunto de padres de cada nodo en la red.

Algoritmo 1.3 (K2)

Para © = 1 hasta n hacer

1. w(x;) = 0;0k=true;
2. Poa = g(xzv ﬂ-(xi));
3. Mientras OK y | w(x;) |< u hacer

(a) Sea z el nodo en el conjunto de predecesores de x; que no estin en w(z;), que

mazimiza g(x;, 7(x;) U{z})
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(b) Pnew = g(xiv ﬂ-(xz) U {Z})
(c) Si Ppew > Poa Entonces {Py1q = Prew;m(x;) = w(x;) U{z}};

en caso contrario OK=false;

4. Los padres del nodo x; son m(x;)

El tiempo de ejecucién del algoritmo [44] es de O(Nu?n?r), con r = max,, r;. Se asume

que los factoriales han sido precalculados y almacenados en un array.

Aliferis [4] presenta una evaluacién de este algoritmo de aprendizaje utilizando conjuntos
de datos simulados. Para ello genera un red de forma aleatoria y a partir de ella genera,
utilizando un muestreo légico [82] un nimero de casos aleatorio (entre 0 y 2000), que son las
entradas del algoritmo K2. En media, el porcentaje de arcos que estan en la red y aparecen
en el grafo salida es del 91.6% y el nimero de arcos que han sido incluidos sin estar en la red

es del 4.7%.

El principal problema que tiene K2 es que necesita conocer a priori un orden entre las
variables. Sino se tiene este orden, es posible seleccionar un orden aleatorio, donde la estruc-
tura resultante puede ser optimizada posteriormente. Buntine [18] presenta un algoritmo,
utilizando una bisqueda greedy, que no necesita del orden inicial entre variables. Larrafiaga
[104] utiliza el mismo método de ajuste, pero emplea algoritmos genéticos como método de
bisqueda. Podemos encontrar otro conjunto de métodos que emplean otro tipo de medida

Bayesiana como bondad de ajuste [81, 150]

Medida de Longitud de Descripcion Minima. FEn este apartado comentaremos breve-
mente otros métodos de aprendizaje en los que se utiliza como criterio para el ajuste el
principio de Longitud de Descripcion Minima (LDM) [133]. Los métodos basados en este
principio han ganado rdpidamente un gran popularidad [16, 99, 100, 161]. Intuitivamente, el
principio de LDM se basa en la idea de que la mejor representacién de una coleccién de datos

es el modelo que minimiza la suma de los siguientes términos

1. Longitud necesaria para codificar el modelo.

2. Longitud necesaria para codificar los datos, dado el modelo.

donde ambas longitudes pueden ser medidas en bits.

Para aplicar el pricipio LDM al problema del aprendizaje de redes bayesianas necesitamos

especificar como se realizan las dos codificaciones.
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Codificacion de la red: Para representar la estructura de la red se necesita, para cada
variable, la lista de sus padres y una lista de las probabilidades condicionadas de cada
nodo. Por tanto, cuanto mayor sea la complejidad topoldgica de la red, mayor serd el
nimero de bits necesarios para su codificacién. La longitud de descripcién total de una

red, en el sentido de Lam y Bacchus [99, 100] se obtiene como

n

>l m(xi) [logy(n) + d(r; — L)ai], (L.7)

=1

donde n es el nimero de nodos; para un nodo z;, | 7(z;) | es el nimero de padres de
ese nodo, r; es el nimero de valores que puede tomar y ¢; es el nimero de posibles
instanciaciones que puede tomar el conjunto de sus padres; d representa el nimero de
bits necesarios para almacenar un valor numérico. Para un problema particular d y n

son constantes.

El valor | 7(a;) | logy(n) representa el nimero de bits necesarios para listar los padres
del nodo #; y el valor d(r; — 1)g; representa el nimero de probabilidades condicionadas
necesarias para codificar el nodo (por ejemplo, si un nodo que puede tomar 4 valores
distintos tiene 2 padres cada uno con 3 posibles valores, tenemos que el nimero de
probabilidades condicionales necesarias es de 3%(4 — 1)). Bouckaert [16] y Suzuki [161]
utilizan como criterio para describir la red el valor —1/2klogn, con k = >"" | ¢;(r; — 1),
esto es, el numero de probabilidades independientes que se tienen que estimar para

obtener las tablas de probabilidades.

En cualquier caso, con estas codificaciones, se prefieren las estructuras donde un nodo
tenga el menor nimero de padres y redes donde los nodos que tengan un gran nimero

de valores posibles no sean padres de nodos con un gran nimero de valores.

Codificacion de los ejemplos: Para codificar los ejemplos, segin el criterio de Lam y
Bacchus, se debe codificar el conjunto de valores que las variables pueden tomar, este
dato se codificard como una cadena binaria y basandonos en el criterio de codificacién

de Huffman obtenemos que es aproximadamente
=N p(ei)logyp(xi), (1.8)

donde N es el nimero de ejemplos (datos) que queremos codificar, p(z;) es la probabi-
lidad de que el suceso atémico x; ocurra y p*(z;) es la probabilidad del suceso obtenida
a partir de la red que representa el modelo. Si utilizamos esta ecuacién para determinar
la longitud de descripcién de los ejemplos, se requiere una suma sobre todos los sucesos
atémicos, donde el nimero de sucesos atémicos es exponencial con el nimero de varia-

bles. En lugar de esto, se utiliza la relacién existente entre la longitud de codificaciéon y
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la topologia de la red. Una red Bayesiana describe una distribucién de probabilidad p*

sobre las variables z1,...,x, mediante la ecuacion
%
P (a1, .., ) = I_Ip(acZ | (2,
Tq

con 7(x;) el conjunto de padres de z; en la red. Lam y Bacchus prueban que la ecuacién

1.8 se puede expresar como:

= N H(xim(x)+ N [= D plxi)logy p(a:)] (1.9)
=1 =1 Ty
donde H(x;,7(z;)) viene dado por

T X; ) Pl m(xi)
Hleorte) = 2 wixom(slos G0 oty 10

donde las sumas se hacen sobre todas las posibles instanciaciones de z; y de 7(z;). Dado
un conjunto de datos, el dltimo término en la ecuacién 1.9 es fijo, por lo que puede ser

eliminado.

Este valor (ec. 1.9) representa la entropia condicional de la estructura: cuanta mayor
sea la informacién que nos proporcione la red, menor sera el valor de la entropia. Por
tanto afladir nodos al conjunto de padres decrementard el valor de la entropia en la

ecuacién.

Para hacer uso del principio de LDM, necesitamos evaluar la longitud de descripcién total

como la suma de las ecuaciones 1.7 y 1.9.

A partir de ahora, nos centraremos en un estudio del algoritmo de Lam y Bacchus. Definen
la longitud de descripcién de un nodo z;, con respecto a sus padres 7(x;), denotada por DL;,

como

DL; =|7(a;) |loggn+ d(r; — 1)g; — NH(z;,7(2;)), (1.11)
y la longitud de descripcién total relativa se define como 37" DL;.

Dada una coleccién de datos, una red Bayesiana dptima es aquella para la que la longitud

de descripcién total es minima. En este caso ningiin nodo puede ser mejorado localmente.

Buscar la red éptima es un proceso costoso en tiempo de ejecucion, por lo que se utiliza
una bisqueda heuristica. En este caso, el objetivo es el de una buena (es decir, con una
longitud de descripcién baja), pero no necesariamente 6ptima, red que represente el modelo.

En el primer paso ordenan los arcos de forma que los ‘mejores’ arcos sean los primeros en
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incluirse. El orden de los distintos arcos se obtiene mediante el calculo de la longitud de
descripcién del nodo z; dado el nodo 2;,7 # j utilizando la ecuacién 1.11 y tratando z; como

el dnico padre.

Como en un grafo aciclico dirigido con n nodos, podemos tener entre 0 y n(n — 1)/2
arcos entre los nodos, el espacio de bisqueda estard formado por n(n — 1)/2 + 1 conjuntos,
denotados por 9, con 0 <7 < n(n — 1)/2. Cada conjunto 9; estara formado por una red
candidata con ¢ arcos, y un par de nodos entre los que es posible anadir un arco sin generar
un ciclo. Estos conjuntos son generados de forma dinamica, conforme el proceso de bisqueda
avanza. Asi, para cada uno de los 5; conjuntos, el algoritmo de bisqueda selecciona, en cada
paso, el mejor arco a afiadir, generando dos nuevos elementos, uno perteneciente a 5; y el
otro perteneciente a S;y1. Al final del proceso, el método selecciona, de entre un conjunto de

redes candidatas (aquellas redes conexas), la que tiene una longitud de descripcién minina.

Los autores en [101] estudian la posibilidad de refinar la red obtenida utilizando un nuevo
conjunto de datos, el cual puede hacer referencia a un subconjunto de las variables del modelo.

En este caso, permiten refinar tanto los parametros como la estructura de la red.

La principal diferencia del algoritmo propuesto por Bouckaert [16], con respecto al método
anterior, radica en el proceso de bisqueda. Bouckaert, al igual que Cooper y Herskovits en
K2, utiliza una bisqueda greedy. FEn la biisqueda, toma como criterio de seleccién aquel arco

para el que se minimiza la longitud de descripcién de la red, calculada mediante la expresién:
Q(Gs, D) =log(Gs) — NH(z;,m(x;)) — k/2log N, (1.12)

donde el término log(('s) representa el conocimiento apriori sobre las posibles estructuras que
se pueden representar. Por ejemplo, las opiniones de un experto sobre la presencia de arcos
en la red pueden ser modeladas a través de este término, el cual no es parte propiamente
dicha del principio de LDM. Bouckaert [17] hace un estudio comparativo entre el método
Bayesiano, K2, y el método basado en el principio de LDM. Como resultado del estudio,
obtiene que ambos métodos tienen las mismas propiedades cuando se parte de un conjunto
‘infinito’ de datos. Sin embargo, cuando la base de datos es finita, el método que utiliza el
criterio de LDM obtiene un conjunto de padres menor que el logaritmo del tamaiio de la base
de datos, mientras que, utilizando una medida Bayesiana se obtiene un tamafo tan grande

como la mitad de la base de datos.

Finalmente, el método dado por Suzuki [161] tiene como objetivo el construir estructuras
arbéreas. En este caso, como criterio de bisqueda utiliza al algoritmo de arbol generador de

costo maximo, donde el costo asociado a los arcos se obtiene mediante

H(z;x;)— (r;—1)(r; — 1)logn/2n
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1.3.2 Métodos que utilizan un Criterio de Independencia.

Los algoritmos de aprendizaje vistos hasta el momento se basan en el uso de una medida,
la cual se trata de minimizar o maximizar, con el fin de recuperar el modelo. En esta
seccién, vamos a estudiar algoritmos de aprendizaje basados en criterios de independencia
entre variables. Como comentamos, en cierto modo estos algoritmos son independientes
de los valores cuantitativos representados en la red, por lo que se pueden considerar més
‘abstractos’. En este sentido, su objetivo no es obtener una red donde la distribucién de
probabilidad que representa se ‘parezca’ a la original, sino que hacen un estudio cualitativo
de las propiedades del modelo y a partir de ellas intentan recuperar una red que represente
‘mejor’ estas propiedades. Estos algoritmos toman como entrada un conjunto de relaciones
de independencia entre variables o conjuntos de variables en el modelo. La salida serd una
red de creencia o red causal donde se satisfagan estas propiedades. Para construir una red
Bayesiana bastaria con estimar las distintas distribuciones de probabilidad condicionales. Los
tests de independencia se pueden realizar bien sobre un conjunto de datos, o bien mediante

consultas a un experto.

Podemos hacer una abstraccion del modelo original y considerarlo como un Modelo de
Dependencias M. Hay que indicar que una distribuciéon de probabilidad o una red de creencia
o causal (considerando como tests de independencia el criterio de d-separacién), pueden ser

consideradas como Modelos de Dependencias.

Con objeto de recuperar la red, supondremos que los resultados de los tests de indepen-
dencia realizados se corresponden con las relaciones de independencia en el modelo. Ademas,
se asume que se observan todas las variables relevantes sobre el problema (la imposibilidad
de tener variables relevantes que no pueden ser medidas, nos previene de tener correlaciones
espureas) y, que cuando partimos de una base de datos, todos los ejemplos siguen la misma
relacién causal. De cualquier forma, resolver este problema simplificado es una componente

esencial en cualquier intento de obtener relaciones causales a partir de un conjunto de datos.

Con este tipo de algoritmos, se independiza el método para construir la red del formalismo
que se utiliza para representar, de forma cuantitativa, el conocimiento sobre el problema. Para
ello, los algoritmos se basan en un estudio de las propiedades estructurales del modelo. Como
resultado de estas propiedades, tenemos que cuando el modelo es representable por un grafo
dirigido aciclico, en general se encuentra la mejor representaciéon del modelo (recordemos que
los algoritmos basados en un criterio de bondad de ajuste encontraban buenas aproximaciones
del modelo). Entre las desventajas que tiene el uso de este tipo de algoritmos podemos
destacar: (1) Cuando se parte de una base de datos, se necesita de una gran cantidad de

observaciones para que los resultados de los tests de independencia sean fiables; (2) No es
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posible asignar a priori probabilidades sobre los arcos (aunque si se podria permitir el uso
del conocimiento dado por un experto basado en la presencia o ausencia de determinados
enlaces, orden entre variables, etc [154, 166]; (3) Finalmente, proporcionan como salida un

dinico modelo, sin cuantificar la verosimilitud con respecto a otras estructuras.

A lo largo de la seccién haremos un estudio de distintos algoritmos de aprendizaje exis-
tentes. Para ello, inicialmente consideramos un conjunto de algoritmos donde, ademéds de los
requisitos citados, imponen una simplificacién en la estructura a recuperar. Estos algorit-
mos proporcionan como salida una estructura simplificada (si existe un I-map minimal que
con esta estructura represente el modelo) o en caso contrario dan un cédigo de error. Pos-
teriormente, estudiaremos un conjunto de algoritmos capaces de recuperar grafos dirigidos

aciclicos. En este iltimo caso, iremos de los algoritmos més generales a los mas restrictivos.

¢ Estructuras Simples.

El principal problema que tienen los algoritmos de aprendizaje basados en criterios de inde-
pendencia es el gran nimero de tests de independencia que tienen que realizar. Los siguientes
algoritmos se basan en la siguiente idea: Imponer restricciones en la estructura a recuperar
con el fin de que los algoritmos sean computacionalmente tratables. En este sentido, los
siguientes algoritmos, dados por Geiger, Paz y Pearl [75, 77], reducen a un orden polinomial
el nimero de tests a realizar. En cualquier caso, el coste para realizar cada tests continua

siendo exponencial.

El primero de los algoritmos, [75], toma como restricciéon que el modelo a recuperar es un
poliarbol, esto es, una red simplemente conectada. El algoritmo dard como salida un poliarbol
que es un I-map del modelo de dependencias. Si éste no existe, el algoritmo devuelve un cédigo
de error. En el algoritmo se asume que el modelo de dependencias M es pseudo-normal'. El

algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1.4 (Polidrboles)

1. Comenzar con un grafo completo no dirigido.

2. Construir la red de Markov Gy eliminando toda arista x — y para la que se satisface
I | UN\A@, 9} | y)m-

1Un modelo de dependencias se dice pseudo-normal si satisface simetria, decomposicién, unién débil, con-

traccién, interseccién, composicién y transitividad marginal débil. Un ejemplo son las distribuciones de prob-

abilidad normales.
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3. Construir Gg eliminando de Gy cualquier arista @ — y para la que se satisface I(x | Q|

y)ar- Si el grafo resultante tiene un ciclo, entonces dar como salida un codigo de error.

4. Orientar toda arista x —y en G hacia y siy tiene un nodo vecino z tal que I(x | 0| 2)m

yr—z¢GR.

5. Orientar el resto de aristas sin introducir nuevas conexiones cabeza a cabeza. Si la

orientacion resultante no es posible, entonces devolver el codigo de error.

6. Si el polidrbol resultante no es un I-map devolver un codigo de error.

Este algoritmo es eficiente ya que requiere sélamente un nimero polinomial de tests de
independencia. Aunque, cuando los tests se realizan sobre un conjunto de datos, el cdlculo

de los mismos requiere un coste exponencial.

El siguiente algoritmo, también dado por Geiger, Paz y Pearl [77], se puede considerar
como una extensiéon del método anterior. Nos va a permitir recuperar estructuras donde la
presencia de cierto tipo de ciclos estd permitida: Los ciclos simples. Esto es, aquellos ciclos
donde dos nodos con un descendiente directo comin son marginalmente independientes. Este
tipo de modelos nos permite representar un conjunto mas rico de relaciones de independencia

que una estructura simplemente conectada.

El método toma como entrada un modelo de dependencias M, sobre el que se asume que
es un grafoide. La salida del algoritmo serd una red bayesiana simple que representa bien un
modelo dado, si ésta existe. Si la red no existe, el algoritmo da como salida un cédigo de

error.

Una red se dice que representa bien M si siempre que dos nodos z e y estén conectados por
un camino sin arcos cabeza a cabeza, entonces estos nodos son marginalmente dependientes,

es decir =I(z | 0| y)as-

Algoritmo 1.5 (Grafos Simples)

1. Comenzar por un grafo completo no dirigido.
2. Eliminar cada arista x — y si se satisface [(x | U\{z,y} | y)m-
3. Eliminar cada arista @ —y si se satisface I(x | 0 | y)ar.

4. Oritentar cada par de aristas x —y e y — z hacia y siempre que x — y — z pertenezca al

grafo y se satisfaga I(x | 0| z)ar.
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5. Orientar el resto de las aristas sin introducir nuevas conexiones cabeza a cabeza, de
forma que el grafo resultante sea simple. Si esta orientacion no es posible, entonces dar

como salida un codigo de error.

6. Si el grafo simple resultante no representa M bien, entonces dar como salida un codigo

de error. En caso contrario, dar como salida la red resultante.

En [77], se propone un método para realizar el paso 5 del algoritmo eficientemente, de

forma que nos aseguramos que el grafo resultante es simple.

Para finalizar la seccién, notemos que estos dos algoritmos utilizan un nimero polinomial
de tests de independencia O(n?), sin embargo el coste asociado al célculo de los mismos es

de orden exponencial en el nimero de variables.

¢ Grafos Dirigidos Aciclicos.

En esta seccién analizaremos distintos algoritmos de aprendizaje de grafos dirigidos aciclicos
en general. Fn la seccién iremos incrementando el conjunto de restricciones que se asumen por
los distintos algoritmos, concluyendo con aquéllos que exigen que el modelo sea isomorfo a una
estructura dirigida aciclica. FEsta suposicion permite desarrollar algoritmos de aprendizaje

mas eficientes.

Inicialmente consideramos el algoritmo dado por Verma y Pearl [166], en el que se impone
la restriccién de que el modelo a recuperar sea un semigrafoide. Como salida, el algoritmo
proporciona una red que es un I-map minimal del modelo. El principal problema que plantea
es que necesita un nimero exponencial de tests de independencia condicional, donde el coste

de realizar un test también es de orden exponencial.

El algoritmo estd basado en la definicién de Manto de Markov de un nodo. Sea M un
modelo de dependencias sobre un conjunto de variables U = {zy,...,2,}, y sea d un orden
entre las variables. Notaremos como Predg(x;) al conjunto de predecesores de x; en el orden,

esto es Predy(z;) = {21, 22,..., 221}

Definicién 1.6 (Manto de Markov.) FEl manto de markov para un nodo xz; en el modelo
M, con respecto al conjunto Predy(x;), y lo notamos como B;, es aquel conjunto minimal que
satisface que B; C Predy(x;) y I(x; | B; | Predy(xz;) \ B;).

El siguiente teorema [126, 166] nos va a permitir construir una red, dado un orden d, que

es un I-map minimal del modelo de dependencias.
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Teorema 1.2 Sea M un modelo de dependencias que es un semigrafoide. Sea G el grafo que
se obtiene, dado un orden d, al asignar B; como el conjunto de padres del nodo x;, entonces

G es un I-map minimal del modelo.

Entonces, el algoritmo podria tomar como entrada una base de datos, D, sobre un conjunto
de variables U = {zy,...,2,} v un orden d sobre las variables. A partir de D podemos
obtener una distribucién de probabilidad p(z1,...,2,) (recordemos que una distribucién de
probabilidad es un semigrafoide). Entonces para obtener una red Bayesiana, asignamos
como padres de un nodo z;, al conjunto minimal de nodos predecesores en el orden, 7(x;),

satisfaciendo p(z; | 7(2;)) = p(@; | #1,...2—1) con w(a;) C{21,..., @1}

Este algoritmo tiene un alto coste computacional, en el peor de los casos requiere un
nimero exponencial de tests de independencia, donde el coste necesario para calcular cada

uno de los tests tiene un tiempo de ejecuciéon exponencial.

La red de salida tiene una dependencia fuerte con el orden, d, utilizado para su con-
struccion. En cualquier caso, tenemos asegurado que la red es un I-map de la distribuciéon
subyacente. Por tanto, todas las independencias que se pueden obtener (via d-separacién)
en la red son vélidas en el modelo M. Del conjunto de I-maps que se pueden obtener como
salida del algoritmo, serfa deseable obtener aquel que sea menos denso. Este tipo de redes
van a facilitar el proceso de inferencia. Srinivas et al. [154] proponen un algoritmo basado

en el manto de markov, que utiliza una bisqueda greedy para generar grafos poco densos.

Wermuth y Lauritzen [172] dan la definicién de un diagrama recursivo. Esta definicién
puede verse como un método para reconstruir estructuras causales. Dado un orden d sobre un
conjunto de variables y un conjunto de relaciones de independencia condicional, encuentran el
grafo dirigido que las representa. El procedimiento es el siguente: Siguiendo el orden d, tomar
una a una las variables de forma que, para cada par (z;,z;), decimos que z; es padre de z; siy
sélo si z; < x; en el orden y ademds se satisface que x; y ; son dependientes condicionando al
conjunto de todas las variables anteriores a z; en el orden, esto es =/ (z; | Predg(z;)\{:} | z;).
Cuando el modelo de dependencias es un grafoide, entonces el diagrama recursivo es un I-map

minimal del modelo.

En la practica, estos dos algoritmos son aplicables cuando tenemos un conjunto pequeiio

de variables, ya que son computacionalmente ineficientes y dependen en gran medida del

orden d dado.

Para los siguientes algoritmos [151, 152] se considera que el modelo M es representable
por un grafo dirigido aciclico G, esto es el modelo es isomorfo a . Bajo esta suposicién,

podemos encontrar algoritmos que, para recuperar un grafo que represente el modelo (salvo



Algoritmos de Aprendizaje. 41

isomorfismos), no necesitan conocer un orden previo entre las variables. Estos algoritmos
necesitan (en el peor de los casos) un nimero exponencial de tests de independencia condi-
cional, donde el coste de realizar los tests también es de orden exponencial (en el peor de los

casos).

El primer algoritmo que consideramos, dado por Spirtes, Glymour y Scheines [152], recu-
pera de forma tnica un grafo que representa el modelo (salvo isomorfismos [152, 167]). El

algoritmo se basa en la siguiente propiedad:

Proposicion 1.1 Sea M un modelo isomorfo a grafo dirigido aciclico. Entonces M es iso-

morfo a G si y solo si

* Para cada par de vértices © e y en G, x© e y son adyacentes si y solo si x e y son
condicionalmente dependientes dado todo conjunto de vértices en G que no incluye a x

neay;

* Para toda terna de vértices x,y, z tal que x e y son adyacentes y z e y son adyacentes,
pero & y z no son adyacentes, entonces ¥ — y < z es un subgrafo de G si y solo si x y
z son condicionalmente dependientes dado todo conjunto que contiene a y pero no a x

ni z.

Entonces el algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1.6 (SGS)

1. Formar un grafo completo no dirigido H con el conjunto de vértices U.

2. Para cada par de variables x e y, si existe un subconjunto S en U \ {x,y} tal que

I(z|S|y), eliminar la arista x —y en H.

3. Sea K el grafo no dirigido que se obtiene como resultado de 2. FEntonces para cada
tripleta x —y — z en H donde z — x no estd en H, si no existe un subconjunto S de

U\A{z,z} tal que I(z | SU{y} | z), entonces orientar la tripleta como © — y — z.
4. Repetir

(a) Six — y— z estd en H, con x y z dos nodos no adyacentes, orientar y — z como

Yy — 2.
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(b) Si existe un camino dirigido de x hacia y, y existe la conexion x — y, entonces

orientar el arco como © — y.

Hasta que no puedan ser orientados mds arcos.

Computacionalmente, el paso 2 del algoritmo tiene un tiempo de ejecuciéon exponencial
ya que necesita una bisqueda entre todos los posibles subconjuntos en U \ {z,y}. Ademads,
el tiempo requerido para realizar los tests de independencia también es exponencial. Verma
y Pearl [167] proponen una versién del algoritmo SGS que reduce el tiempo necesario para
recuperar la red. El método estd basado en la generacién de una red de Markov, esto es
el grafo no dirigido que se obtiene al enlazar todo par de variables z,y tales que que son
dependientes dado el resto de variables (es decir, =I(z | U \ {z,y} | y)). Para un GDA
isomorfo a una distribucién de probabilidad se satisface que los padres de cualquier variable
forman un ‘clique’ (agrupacién de variables) en la red. Ademds, teniendo en cuenta que dos
variables estdn separadas si y s6lo si son condicionalmente independientes dado el conjunto
de padres entre z e y, tenemos que la bisqueda del conjunto 5 se limita a los cliques que

contienen a x o y. Versiones alternativas del algoritmo lo podemos encontrar en [129, 168].

Para el algoritmo SGS, asi como para las distintas versiones del mismo, se necesita de un
nimero exponencial de test de independencia en el peor de los casos, donde para las aristas
verdaderas del grafo siempre se alcanza el peor caso. Ademads estos tests de independencia
condicional son de orden alto. Cuando la informacién para realizar los tests la obtenemos
de un conjunto de datos, el cdlculo de los mismos es de un orden exponencial, y ademas
este tipo de tests son generalmente menos fiables que cuando se determinan relaciones de
independencia con un orden bajo. Spirtes, Glymour y Scheines [151, 152] proponen un
algoritmo, denominado PC, donde se trata de evitar estos problemas. Este algoritmo realiza
el menor nimero de comparaciones posibles y para grafos poco densos, no requiere testear
relaciones de independencia de orden alto. Para ello el algoritmo toma como entrada un
grafo completo GG y, en cada paso i, se eliminan aquellas aristas z — y para las que existe una
relacién de independencia condicional de orden ¢ entre las variables z e y. El conjunto de

vértices adyacentes a z en un grafo ¢ es denotado por Adg(z).

Algoritmo 1.7 (PC)

Formar un grafo completo GG sobre el conjunto de vértices en U.

1. n=0;

2. Repetir
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(a) Repetir

Seleccionar un par ordenado de variables x e y adyacentes en G tal que
Adg(z)\ {y} tenga un cardinal mayor o igual que n, y seleccionar un sub-
conjunto S de Adg(x)\{y} de cardinalidad n. Sil(z | S |y) eliminar x —y
de G. Almacenar S en los conjuntos Separador(x,y) y Separador(y,z);

Hasta que todos los pares ordenados de variables adyacentes x,y tales que Adg(z)\
{y} tengan cardinalidad mayor o igual que n y todos los subconjuntos S de Adg(z)\

{y} de cardinalidad n hayan sido testeados para establecer la independencia.

(b) n=n+1.

Hasta que el conjunto Adg(x) \ {y} tenga cadinalidad menor que n, para cada par

ordenado de vértices adyacentes (z,y).

3. Para cada tripleta de vértices x,y, z donde x e y son adyacentes, y y z son adyacentes,
pero x y z no son adyacentes en G orientar v — y «— z si y solo si y no pertenece al

conjunto Separador(z, z).
4. Repetir
(a) Si en G existe la estructura © — y — z donde & y z no son adyacentes y no hay
arcos cabeza en vy, orientar y — z como y — z.
(b) Si existe un camino dirigido de x a vy, y existe la arista x — y, orientarla como

T — .

Hasta que no se puedan orientar mds aristas.

La complejidad del algoritmo depende del niimero de adyacentes que tengan los nodos
en el grafo. Sea k el mayor nimero de adyacentes para un nodo en un grafo GG, y sea n el
nimero de vértices en el grafo. Entonces el nimero de tests de independencia condicional

necesitados por el algoritmo estd acotado por

2(;‘)2;(";1) (1.13)

n?(n — 1)’“_1
(k—1)!

Para hacer el analisis en el peor caso, se asume que todo par de variables esta separado por

que esta acotada por

(1.14)

un subconjunto con cardinalidad k. En un caso general, el nimero de tests de independencia
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condicional requeridos por grafos con una cardinalidad maxima k serd mucho menor. De

todas formas, los requerimientos computacionales crecen exponencialmente con k.

El algoritmo PC es eficiente y fiable, pero realiza tests innecesarios. Asi, para determinar
cuando se elimina un arco entre x e y, el procedimiento debe testear todo subconjunto
S de Adg(z)\ {y} v de Adg(z) \ {y}, pero la relaciones de independencia o dependencia
entre muchos de estos subconjuntos de variables pueden ser irrelevantes para establecer la
relaciéon causal entre x e y. Si, para un modelo isomorfo a un grafo dirigido aciclico, las
variables z e y son condicionalmente independientes dado los padres de x o los padres de v,
entonces lo son dado un subconjunto de padres de z o de padres de y que contiene sdlo los
vértices que se encuentran en un camino no dirigido entre x e y. Por tanto, es suficiente con
realizar los tests de independencia condicionados a subconjuntos de variables adyacentes a
x y subconjuntos de variables adyacentes a y que estdn en caminos no dirigidos entre z e
y. Esta idea es recogida [152] en una versién del algoritmo, denominada PC*. En cualquier
caso, el nimero de caminos posibles entre dos nodos es lo suficientemente grande como para
que, por requerimientos de memoria, este algoritmo sélo tenga una aplicacién practica con un
conjunto pequeinio de variables. Cuando el nimero de variables es grande se debera utilizar

el algoritmo PC.

En el paso 2a del algoritmo PC, se selecciona un par de variables y un subconjunto §
para determinar una relacién de independencia en el modelo. La bisqueda que realiza sera
més rapida si se seleccionan en primer lugar aquellas variables con mds probabilidad de
ser condicionalmente independientes dado 5. Este problema se puede abordar utilizando

distintas heuristicas de bisqueda:

H1 Testear los pares de variables y subconjuntos 5 en orden lexicogrifico.

H2 Testear primero aquellos pares de variables que sean menos dependientes. Los subcon-

juntos S se seleccionan en orden lexicogréfico.

H3 Para una variable determinada =z, testear primero aquellas variables ¥ que son proba-
bilisticamente menos dependientes con z, condicionando sobre aquellos subconjuntos

que son probabilisticamente mas dependientes con x.

En [152] podemos encontrar estadisticas donde se muestran el comportamiento de estas tres

heuristicas ante un conjunto de ejemplos.

A modo de conclusién, podemos destacar que hemos clasificado los algoritmos de apren-
dizaje para redes Bayesianas en dos grandes grupos, los basados en un criterio de bondad en

el ajuste y los que utilizan un criterio de independencia entre variables. En cualquier caso,
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podemos concluir que el principal problema que plantean estos algoritmos es el alto coste
computacional necesario para dar la red de salida. Ademads, podemos ver como cada vez que
se impone una restriccién sobre el modelo a recuperar, obtenemos una ganancia sobre el coste
computacional necesario. En el siguiente capitulo, se considera el problema del aprendizaje
de estructuras de creencia simples, en especial nos centraremos en el estudio de algoritmos

que utilicen criterios de independencia entre variables.
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Capitulo 2

Aprendizaje de Estructuras

Simplificadas.

2.1 Introduccidn.

El objetivo que tratamos de cubrir en este capitulo es el de disefiar un conjunto de algoritmos
que eficientemente permitan recuperar estructuras de creencia en entornos con incertidumbre,
independientemente del formalismo utilizado para representar el conocimiento. Para inde-
pendizarnos del formalismo, centramos el proceso de disefio dentro del conjunto de técnicas
que utilizan criterios de independencia para recuperar la red. La eficiencia de los algoritmos
se considera tanto desde el punto de vista del tiempo de ejecucién, como del nimero y orden

de los tests de independencia que se van a necesitar.

Un andlisis de los algoritmos vistos en el capitulo anterior, muestra como cada vez que se
impone una restriccidn sobre el modelo, los algoritmos mejoran en el nimero y el tamano de
los tests de independencia necesarios. La mejora en el nimero de tests representa un menor
coste computacional, asi como la mejora en el orden representa una mayor fiabilidad en los
valores de los tests. En cualquier caso, en los algoritmos del capitulo anterior, el tiempo
necesario para realizar los tests de independencia es de orden exponencial. Con el fin de
evitar realizar tests de independencia de orden alto, se imponen restricciones tanto sobre el
modelo como sobre el tipo de estructura que pretendemos recuperar. ks decir, exigimos que el
modelo sea isomorfo a un grafo y los algoritmos recuperaran (si es posible) o bien polidrboles

(seccién 2.2) o bien grafos simples (seccién 2.3).

Cuando partimos de un modelo isomorfo a un polidrbol o a un grafo simple, los algorit-
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mos desarrollados son capaces de recuperar el modelo en tiempo polinomial. Estos algoritmos
realizan dnicamente tests de independencia condicional de orden cero y uno, los cuales pro-

porcionan las siguientes ventajas:

* Los tests se pueden realizar en un tiempo polinomial, involucrando tnicamente a ternas

de variables.

* Los resultados de los mismos son mds fiables. Realizar, por ejemplo, tests estadisticos
de independencia condicional de orden n — 2, con n el nimero de variables en el modelo,
requiere un conjunto de datos extremadamente grande, haciendo que los algoritmos, en

la préactica, no sean viables.

Las dos secciones siguientes tienen un desarrollo paralelo. Inicialmente, se parte de un
modelo representable por (isomorfo a) una estructura de poliarbol (seccién 2.2) o a un grafo
simple (seccién 2.3). Bajo estas condiciones, se desarrollan algoritmos que recuperan el
modelo de forma eficiente. Posteriormente, en cada seccion, se discute el comportamiento de
los algoritmos al relajar la restriccién sobre el modelo. Esto es, inicamente imponemos que
el modelo de dependencias sea representable mediante un grafo dirigido aciclico (GDA). En
este caso, si el modelo es representable por un polidrbol o por un grafo simple, los algoritmos
devolveran el esqueleto de las estructuras, sobre las que direccionan de forma univoca el
mayor nimero de arcos posibles. En caso contrario, podemos forzar al algoritmo a que nos

devuelva un cddigo de error.

2.2  Estructuras Simplemente Conectadas: Poliarboles.

En esta seccidén se presenta un algoritmo que recupera un modelo causal cuando éste se puede
representar mediante un polidrbol. Siguiendo la notacién dada por Pearl [126] llamaremos
poliarbol a toda estructura donde la presencia de cualquier tipo de ciclos estd prohibida. Por
tanto, entre dos nodos cualesquiera del poliarbol existe un {nico camino, en el que podemos
encontrar nodos con arcos cabeza a cabeza (— x <), nodos con arcos cola a cola («— 2 —) o

nodos con arcos cabeza a cola (— z —), («— 2 —).

La idea en la que se basa el algoritmo es la siguiente:

Supongamos que el problema se puede representar por un polidarbol P(U, A), con U
el conjunto de variables y A el conjunto de arcos. Para obtener una estructura 17" que
represente el modelo es suficiente con obtener para cada variable x € U, el conjunto de

variables que estdn conectadas directamente con z en P.
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Para conseguir este objetivo estudiamos qué propiedades de independencia, en una estruc-

tura de polidrbol, hacen que dos variables no estén directamente conectadas.

2.2.1 Algoritmo de Recuperacién de Poliarboles.

En toda la secciéon supondremos que el modelo de dependencias M (U, I) es isomorfo a un
polidrbol P(U, A), por tanto podremos hablar indistintamente de relaciones de independencia

en el modelo y de relaciones de independencia en el polidrbol.

Para cada nodo z en el modelo, denominamos A, al conjunto de variables marginalmente
dependientes con z. El conjunto de variables conectadas directamente a z serd un subconjunto
de A,. La siguiente proposicién nos determina, de forma grifica, el conjunto de variables en

Ay

Proposicion 2.1 Sea M un modelo de dependencias isomorfo a un polidrbol P. Sea x € U
ysea Ny ={y € U | ~I(x|0|y)ar}. Entoncesy € A, siy sdlo si existe un camino sin nodos

cabeza a cabeza entre x e y en P.
Demostracién.

Siy € Ay, tenemos que =I(x | 0| y)ar y por el isomorfismo entre el modelo y el polidrbol
tenemos que = < x | @ | y >p. Ademads, por el criterio de d-separacién tenemos que
existe un camino sin nodos cabeza a cabeza entre x e y. Reciprocamente, si existe un
camino sin nodos cabeza a cabeza entre x e y, entonces -~ < z | @ | y >p y de nuevo por

el isomorfismo —I(z | 0 | y)as. O

Luego, en base a esta proposicién podemos afirmar que dos variables 2 e y son marginal-
mente independientes si y sélo si o bien el camino entre z e y tiene al menos un nodo cabeza

a cabeza o bien no existe un camino que conecte z con y. En este caso y € A,.

Por la proposicion 2.1 sabemos que el conjunto de variables A, debe incluir las causas y
efectos directos de x y por tanto, A, puede ser refinado de forma que se eliminen aquellas
variables que no son adyacentes directos de = en P, esto es aquellas variables que no tienen

una dependencia directa con x en M.

Proposicion 2.2 Sea M un modelo de dependencias isomorfo a un polidrbol P. Sea x € U
con y,z € Ny. Entonces I{(z | y | z)m si y solo si el camino sin nodos cabeza a cabeza que

conecla x con z pasa por y.
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Demostracién.

Como z € A, sabemos que existe un camino sin nodos cabeza a cabeza entre z y z.
=) Supongamos que I(z | y | z)a ¥ que el camino entre 2 y z no pasa por y. En este
caso, tenemos que el camino entre x y z estd activo al conocer y, estoes < 2 |y | z >p,
y por ser un D-map tenemos que —I(x | y | z)as, llegando a una contradiccion.

<) Supongamos que el camino que une a & con z pasa por y. Entonces, por no tener
el camino nodos cabeza a cabeza, y bloquea el dnico camino que conecta x con z, sin

activar ningin otro camino entre z y z. Por tanto < 2 | ¥ | 2 >p, y en consecuencia
Iz ]y | 2)m- o

Estas dos proposiciones son la base del algoritmo de aprendizaje de poliarboles. Para
cada nodo z, el algoritmo construira de forma iterativa el conjunto de vecinos de z (a este
proceso lo llamamos la expansién de A, ), para ello tomara una a una las variables en A,.
Un subindice nos permite hacer referencia al orden en el que se consideran las variables, es
decir, (21,29,...,2,) donde si ¢ < j, entonces z; es considerada antes que z; en el orden.
En el desarrollo del algoritmo utilizamos el siguiente concepto de Haz de Nodos. Para cada
variable z, el Haz de Nodos en un paso 7, y lo notamos por ¥;_, es el conjunto de variables
conectadas directamente con « en el paso ¢. In cada paso ¥; debe ser un subconjunto del
conjunto de variables {z1,...,2;}, con ax(k = 1,...,7), representando a la variable que se
toma de A, en un paso k. Cuando A, ha sido expandido, el Haz de Nodos estard formado
s0lamente por los vecinos directos de x en el polidrbol. Formalmente, podemos definir el Haz

de Nodos como:

Definicién 2.1 (Haz de Nodos) Sea M un modelo de dependencias isomorfo a un polidrbol
P. Seax € U, con A, = {a1,...,0,,} yseaU; C Ay, con Uy = {ay,...,2;}, ¢ < my. En-

tonces el Haz de Nodos para x en el paso i se define como

\Ilim = {xk e U, | —J(ac | x; | xk)M, V$]‘ e U; \ {xk} }

Gréficamente, el que una variable, z, pertenezca a ¥; representara el hecho de que existe
un camino (por considerar poliarboles este camino ha de ser inico) sin nodos cabeza a cabeza

conectando x con z en el modelo, no pudiendo existir ninguna variable de ¥, en el camino.

La siguiente expresién nos permite construir, de forma iterativa, el Haz de Nodos para
una variable &. La expresién refleja cémo la inclusién de una nueva variable 2,41 afecta a un

Haz de Nodos para x, con z;41 € A,.
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L. Sidz; € ¥;, tal que I(z | z; | ;41 ), entonces ¥y qy, = ¥,

T

2. SiVz; € U; tenemos que —I(z | z; | zi41):
Sea J = {z; € ¥, tales que I(x | x;41 | x;)}. Entonces Wyqy, = ¥, U{ziyq}\J.

Esto es, cuando se satisface la condicién 1 el Haz de Nodos para = no se modifica, existe
una variable z; € ¥; en el camino que conecta x con x;41. En caso contrario, z;1; debe
pertenecer al Haz de Nodos para « en el paso (7 + 1). Puede ocurrir que esta nueva variable
T;4+1 pertenezca a un camino sin nodos cabeza a cabeza entre z y alguna variable z; € ¥,

(puede haber més de una), de forma que z; sea eliminada del haz, como expresa la condicién
2.

El siguiente teorema nos asegura que tras aplicar el proceso de insercién sobre todos los
nodos en Ay, el conjunto de nodos en Wy ., (lo notaremos por ¥, ), estard formado por las

causas directas y los efectos directos de .

Teorema 2.1 Sea M un modelo de dependencias representable por un polidrbol, sea x una
variable en M y sea A, el conjunto de variables marginalmente dependientes con x. Entonces

tras expandir A, Y, incluird unicamente las causas directas y efectos directos de x.

Demostracién.

Veamos primero que las causas y efectos directos de z pertenecen a ¥,. Supongamos
que la variable considerada en el paso ¢ + 1, (#;41) es una causa directa de z en el
modelo (analogo para los efectos directos). Sea ¥; el Haz de Nodos para  en un paso
i. Entonces por ser causa directa, no existe ningin nodo z; € V¥; que satisfaga la
condicién 1, incluyéndose 2,41 en el Haz de Nodos ¥;,1. Por tanto, todas las variables
que son causas directas de z se insertan en el Haz de Nodos para . Supongamos ahora
que en V; existe una variable z. que es causa directa de x. Veamos cémo la inclusién
de una nueva variable en ¥,y no elimina a z. del conjunto ¥,y . Para eliminarlo
se tendrfa que cumplir que el conjunto J incluya a z.. Sin embargo, por ser z. causa
directa de z, no existe ningin nodo z; en A, para el que se satisfaga la independencia

condicional I(z | z; | z.).

Veamos ahora que no puede existir en ¥, ninguna otra variable que no sea causa o
efecto directo de z. Lo haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe una
variable y € ¥, que no es causa directa ni efecto directo de x. Si la variable pertenece

a U, es porque y € A, y por tanto existe un camino sin nodos cabeza a cabeza entre
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x e y. Ademads por estar considerando polidrboles este camino ha de ser dnico. Como
y no es causa ni efecto directo de z, sea z, la causa o efecto directo de z en el camino
que une a & con y. Supongamos que y es considerada para la inclusiéon en el haz de
nodos en el paso ¢ + 1. Entonces si z, € ¥;_, tenemos que I(z | z, | y), por lo que se
satisface la condicién 1 y el nodo y no se incluye en el haz, llegando a una contradiccién.
Supongamos que z, ¢ ¥, . En este caso sea k,(k > ¢+ 1) el paso en el que se estudia la
inclusién del nodo z,,. En este caso, y € Wy_qy,. Por satisfacerse I(z | 7, | y), tenemos
que y € J, eliminandose del Haz de Nodos para . Luego podemos concluir que ¥,

contiene sélamente las variables que son causas y efectos directos de z. a

Este teorema nos permitird recuperar el esqueleto de un poliarbol que representa el modelo.

Los pasos necesarios en este proceso son:

1. Para cada variable z en U:

(a) Calcular A,.
(b) Calcular ¥,.

2. Fusionar los distintos Haces, obteniendo una estructura parcial 7.

Estos pasos se pueden ejecutar de forma independiente para cada variable. Cuando no
es posible realizar un célculo en paralelo, el proceso tiene un tiempo de ejecucién O(n?). El
proceso anterior puede ser modificado de forma que ahorremos la repeticion de algunos tests.
Para ello, partimos de una estructura T'(N, A) (T es un grafo, con N el conjunto de vértices y
A el conjunto de aristas), que llamaremos polidrbol parcial. Inicialmente 7" estd formado por
un dnico nodo z, (N = {«}; A = (), con 2 una variable cualquiera en el modelo. Se toman,
una a una, las variables en A, (se expande A,) considerando su inclusiéon en el poliarbol
parcial T'. Cuando todas las variables en A, han sido consideradas, se selecciona una nueva
variable z’ a expandir de T', de forma que existan variables z en A,/ que no se encuentren en
T. Fl algoritmo termina cuando se han incluido en T todas las variables en el modelo. Fn
cada momento, en el polidrbol parcial T' se representan las relaciones de independencia que

se obtienen al considerar inicamente las variables en T'.

En el proceso de insercién de una nueva variable se realiza una bisqueda, a través de la
estructura T, de la posicion correcta del nuevo nodo en el polidrbol parcial. La siguiente
proposicion nos permite agilizar el proceso de bisqueda. Definimos, dadas z € T'y z; € ¥, _,

los subconjuntos disjuntos, T, y T;;, como:
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a) T, que incluye 2 y todas aquellas variables en T', para las que los caminos que las unen

con x no pasan por rj.

b) T, formado por el resto de variables en 7.

Proposicion 2.3 Sea x cualquier variable en T y sea V;_ el Haz de nodos para x en el paso
i. Sea y la variable que se estudia en el paso i+ 1, cony € Ay,y € T. Sea x; una variable
en W, tal que I(z | z; | y). Entoncesy ¢ V,,Vv € T,.

Demostracién.

Como y € A, sabemos que entre z e y existe un camino sin nodos cabeza a cabeza (estd
activo). Ademds, como I(z | x; | y) este camino pasa por z;, luego y € T,,. Sea v
cualquier variable en T,. Sabemos que entre z y v existe un camino que no pasa por
z;. Por tanto, si y € ¥, tenemos que entre x e y existen dos caminos, uno que pasa por
z; y el otro que no. Con lo que llegamos a una contradicciéon con el hecho de que en un

poliarbol existe un Unico camino entre dos variables. a

Veamos graficamente cémo la inclusién de un nuevo nodo z, perteneciente a A, puede
afectar a un Haz de Nodos para z (ver Figura 2.1). Supongamos que, para la condicién 2,
tenemos un conjunto J = {z; € ¥,  tales que I(z | z | 2;)} no vacio. Entonces, en la Figura
2.2 se reflejan los cambios que se producen en Wy, 4y , donde J = {y;,52}. En este caso
debemos de crear los siguientes arcos en T, uno entre z y z y el resto entre z y cada uno
de los z;, y eliminar los arcos del grafo que unfan z con cada z;. Con estos cambios, = se
encuentra ahora en \I’{H-l} , vV, ={2,151,y2}. Estamos representando el hecho de que si z

es conocido,  y x; (2; € J) son variables independientes.

Figura 2.1. Poliarbol de partida ¥; = {wy, wa, y1, 92}

Cuando J = () para la condicién 2, entonces el inico cambio que se produce es la inclusién

de un nuevo arco entre x y z en el poliarbol parcial T' reflejando el conocimiento de que x
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Figura 2.2. J = {y1, 12 }; Vi, = {wy, wa, 2 };

y z son variables relacionadas (son dependientes, recordemos que z € A, ) y ninguno de los

nodos en V¥; se ven afectados por esta relacién. (ver Figura 2.3).

S

Figura 2.3. W4y, = {wy, wa, y1, 92,2} =0

Supongamos que la condiciéon 1 se satisface, esto es, existe una variable z; € ¥, tal que
I(z | z; | ). Entonces, por la proposicién 2.3 tenemos que z debe pertenecer al Haz de Nodos
para un nodo v en 7. El problema se resuelve estudiando cémo afecta la inclusion de z al
Haz de Nodos para ;. En la Figura 2.4 consideramos que y; es la variable z; que hace que
se cumpla la condicién 1 para z. Si 2z no pertenece al Haz de Nodos para z;, es debido a que
existe otra variable, ¢, tal que I(z; | ¢t | z), y entonces volvemos a estudiar si z se incluye
en el Haz de Nodos para t. Se continua de este modo hasta que se encuentra la localizaciéon

apropiada para z en algin Haz de Nodos.

Figura 2.4. I(z | y2 | #)
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El siguiente algoritmo permite recuperar el poliarbol que representa una estructura sim-
plemente conectada. En dicho algoritmo, ¥, representa el conjunto de variables adyacentes

a z en el polidrbol parcial T', en cada momento.

Algoritmo 2.1 (polidrboles)

1. Para cada variable x en U

Inicializar Ay, = 0
Visitado[x ]=False
Fzpandido[x ]=False
Para cada variable y en U \ {2}
SiI(x| 0| y) =False Entonces A, = A, U {y}

2. Seleccionar un nodo x de U, asignar x a T;

Visitado[x ]=True
3. Mientras existan nodos no Erpandidos en T

(a) Seleccionar un nodo no Expandido x de T; Expandido[z]= True

(b) Mientras existan nodos no Visitados en A,
Seleccionar un nodo no Visitado z de A, el nuevo nodo a insertar en T
i. Visitado[z]="True
1. Avanza=True
wi. Insertado=False
w. Mientras Avanza=True do
Si todo y € ¥, se ha testeado
Entonces Avanza=False
Sino
Selecciona un nuevo nodo no testeado y de VU,
Sil(x|y|z)=True Entonces x =y
v. Para todo y en V¥, hacer
Sil(x |z |y)="True Entonces
Incluir (z,z) y (z,y) en T
Borrar (z,y) de T

Insertado="True
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vi. Si Insertado=False Entonces Incluir (z,z) en T

vii. Reinicializar @ al valor original

Este algoritmo permite construir el polidrbol que refleja el modelo en O(n?) pasos, con n
representando el nimero de variables en el modelo. Para ello utilizamos tests de independen-
cla marginal y tests de independencia condicional de primer orden. El algoritmo dnicamente
reconstruye el esqueleto de la estructura, la direccién de los arcos se puede detectar haciendo
uso de tests de independencia marginal vistos en los algoritmos anteriores [151, 132]. Esto
es, para cada tripleta de vértices z,y,z en T, donde x e y sean adyacentes y z e y sean
adyacentes, pero & y z no son adyacentes, entonces direccionar los arcos # — y < zen T si
y s6lo si & y z son marginalmente independientes. La direccién del resto de los arcos queda
indefinida, pudiendo asociarle cualquier orientacion siempre y cuando no se creen nodos con

arcos cabeza a cabeza al orientar.

Ejemplo 2.1 Supongamos que tenemos un modelo de dependencias isomorfo al polidrbol
representado en la Figura 2.5. Para hacer uso del algoritmo no necesitamos conocer la
informacién cuantitativa almacenada en los nodos del polidrbol, sino que sélo utilizamos

propiedades de independencia. En este caso el conjunto A, estd formado por los nodos

%ﬁ /-

Figura 2.5. Polidrbol que representa el modelo.

{u,y,t,v}. Iremos construyendo el Haz de Nodos ¥,, donde en cada paso se inserta un nodo
de A,. Notaremos por ¥y al Haz de Nodos para z cuando se ha introducido el nodo k&, con
k € A;. Incluitemos los nodos en el orden listado. La Figura 2.6 muestra graficamente el
proceso: Al incluir el nodo u se satisface la condicién 2 con J = @ (¥, = {u}), tras incluir y
y t, en este orden, de nuevo se satisface la condiciéon 2 (¥,, = {u,y,t}). Al incluir el nodo v
tenemos que el conjunto J = {u} para la condicién 2, luego ¥, = {y,t,v}. En este momento
hemos expandido A,. El dnico nodo en T', atin no expandido y que tiene nodos por visitar es
t, luego pasamos a expandir t. Sabemos que A; = {u,v,,y,w, 2z}, donde los nodos u,v,z,y

va han sido visitados y por tanto no los volvemos a considerar a la hora de expandir A;. En el
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poliarbol parcial tenemos que ¥,, = {2}. Al insertar w se satisface la condicién 2 y tenemos
que ¥,,, = {2, w}. Finalmente, al considerar el nodo z, tenemos que se satisface la condicién
1 por lo que el Haz de Nodos para t no se modifica, pasando a estudiar la inclusiéon de z en
¥,,, con resultado afirmativo. Como ya se han visitado todos los nodos, el algoritmo concluye
devolviendo el esqueleto del polidrbol. A continuacién, como los pares de nodos ve y, z y w
son marginalmente independientes se obtiene la orientacion v — x «— yy v — t «— w. Las

aristas (u,v) y (w,z) admiten cualquier orientacion.

QYVU Tt LU

Figura 2.6. Proceso de recuperacién del polidrbol

2.2.2 Modelos de Dependencias Isomorfos a GDA: Aprendizaje de Poliarboles.

Cuando tenemos un modelo representable mediante una estructura de polidrbol, el algoritmo
de la seccion anterior permite recuperar las dependencias en el modelo de forma eficiente. En
esta seccién estudiaremos qué ocurre cuando el modelo no es isomorfo a un poliarbol, aunque
supondremos que el modelo es isomorfo a un grafo dirigido aciclico. Si existen ciclos en el

modelo original, la salida del Algoritmo 2.1 es un polidrbol donde:

* Se reflejan algunas de las relaciones de independencia entre variables. La eliminacion
de ciclos impone un conjunto de relaciones de independencia en la estructura que no

existen en el modelo.
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* La topologia de la estructura resultante dependerd, en gran medida, del orden con que
se toman los nodos a expandir. Este orden determina la pérdida de determinados arcos

v la inclusién de otros en el polidrbol de salida.

Sin embargo, cuando estamos interesados en conocer si el modelo es representable por un
grafo simplemente conectado, podemos utilizar el polidrbol salida y testear si es un I-map
minimal del modelo. Este proceso, aunque bastante costoso, es andlogo al que hacen Geiger,
Paz y Pearl [75] mediante los siguientes tests de independencia condicional: para cada nodo
x testear [(z | Padres(z) | NoDescendientes(z) \ Padres(z)).

Como comentamos en la seccién anterior, si construimos, para cada variable z en el modelo,
el Haz de Nodos de forma independiente, la fusién de los distintos Haces proporciona la
estructura final. Supongamos que en el modelo original existe un ciclo no dirigido, y sea z —y
cualquier arista del mismo. Luego, por no existir una relacién de independencia de orden
cero ni uno entre x e y, el algoritmo no elimina la arista. Por tanto, las aristas en el ciclo
pertenecen a los distintos Haces de salida y, al hacer la fusién, provocan la presencia de un
ciclo en la estructura de salida. Asf pues, el siguiente algoritmo, cuya eficiencia es O(n?),

recupera un polidrbol isomorfo al modelo, si existe, o devuelve un cddigo de error.

Algoritmo 2.2 (Modelo Isomorfo a un dag)

1. Para cada x € U calcular A,.

2. Para cada v € U calcular V..

3. Fusionar todos los VU, en una unica estructura T'.

4. St existen ciclos en T, dar como salida un codigo de error.

5. Orientar las aristas de T haciendo uso de tests de independencia marginal.

Hay que notar que este algoritmo, bajo la suposicién de que el modelo es representable por
un grafo dirigido aciclico, proporciona una salida similar a la dada por el algoritmo propuesto

en [75], utilizando dnicamente tests de independencias de orden cero y uno

Otro posible enfoque es aquél en el que se busca obtener una aproximacién de un modelo
de dependencias a través de una estructura simplemente conectada. Para este tipo de estruc-
turas (arboles o polidrboles), existen algoritmos de propagacién local que describen cémo una

evidencia sobre los valores de un conjunto de variables afectan a las probabilidades del resto
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de las variables en el modelo [125, 126]. Cuando consideramos un GDA general, la presencia
de ciclos no dirigidos puede provocar que los mensajes circulen indefinidamente en la red, de
forma que las creencias resultantes sean incorrectas. Existen distintas técnicas que permiten
abordar este problema [124, 106, 138, 83], manteniendo parcialmente la localidad. Cuando
tratamos de aproximar el modelo a través de estructuras aciclicas es necesario utilizar un cri-
terio de bondad en la aproximacién. Usualmente, este criterio es una medida de dependencia
o distancia entre variables [3, 40, 25, 132, 137, 161]. La aproximacién que proponemos [23]
considera como elemento base de la comparaciéon al Haz de Nodos, en lugar de la informaciéon
existente entre pares de nodos. En este caso, suponemos que la informacién cuantitativa

viene determinada por una distribucién de probabilidad.

Sea P la distribucién de probabilidad conjunta sobre las variables del modelo. Para
cada nodo z en el modelo, llamaremos D, a la distancia (utilizaremos como distancia la
de Kullback-Leibler [96]) entre la distribucion marginal de P sobre las variables en ¥, y la
distribucién conjunta sobre el mismo conjunto de variables, PT, que se obtiene al considerar

dnicamente a ¥, como la representacion del modelo de dependencias, esto es:

P(xq,....x%
Do P21y s 2m)s PR 21y i) ) = S P(xl,...,xm)lgPT(—m) (2.1)
Xq ;- Xm (le cee Xm)
siendo x1,...,%,, el conjunto de variables en W¥,, v x1,...,Xy representando a las posibles

instanciaciones de las variables. De entre todas las posibles direcciones para los arcos en el
haz, se debe escoger aquella para la que se minimice la distancia D,. Este proceso es bastante

costoso, por lo que podemos utilizar las siguientes heuristicas:

H1 Si conocemos, a priori, un orden sobre las variables, los arcos se direccionan siguiendo
este orden. Por ejemplo, si z; < z; en el orden y z; € ¥, entonces z; serd un padre de

z; en el Haz V..

H2 Si no conocemos ningtin orden sobre las variables, supongamos que tenemos una medida
del grado de dependencia entre dos variables z e y, dado que conocemos z, D(z,y | 2).
Esta medida debera tomar el valor cero cuando I(z | z | y), donde ademas, cuanta mayor
sea la dependencia entre x e y, mayor deberd ser el valor asociado a la medida D(z,y | 2)
(por ejemplo, la medida distancia de Kullback-Leibler [96]). Bajo éstas condiciones, el
orden se obtiene al aplicar el siguiente conjunto de reglas, donde consideramos z;, x;, z)

variables en W,,.

1. Si se satisface D(a;,2; | 0) = 0, esto es I(x; | O | z;), entonces orientar z;,z;

como padres de x.
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2. Si existe un zy € ¥, tal que D(z;,z; | ) = 0, es decir I(z; | 2y | 2;), orientar
z;, %, ) como padres de z.

3. Llamemos A = D(z;,2; | 0) y llamemos B = D(z;,2; | ). Sea f > 0 un
umbral para la medida del grado de dependencia. Entonces, establecer la siguiente

orientacién siempre que no se modifique un arco previamente orientado.

Si A < min{B, #}, orientar z;,2; como padres de z.

En caso contrario orientar z;,z; como hijos de z.

La idea bajo la heuristica H1 es clara, si conocemos un orden sobre las variables, podemos
utilizar este orden para orientar. La heuristica H2, nos expresa que cuando dos variables son
relevantes para x, pero son irrelevantes entre ellas (caso 1) o se hacen irrelevantes conocida
una tercera variable 2y (caso 2), entonces el nodo & debe ser un nodo cabeza a cabeza para
estas variables. El caso 3 nos expresa la idea de que cuando z; y z; son variables relevantes,
pero al conocer x entre estas variables se tiene una mayor relevancia, entonces podriamos
considerar que & es un nodo cabeza para alguna conexién entre estas variables, de forma
conocido = se active esta conexion. En este caso, el grado de relevancia entre z; y z; debe

ser inferior a un unbral 3 para el que consideramos significativo este razonamiento.

Para todas aquellas variables x del modelo, tal que D, tome un valor cero, podemos
asegurar que, al marginalizar P sobre W, la estructura resultante refleja fielmente el modelo.
Por tanto, detectamos un conjunto de componentes del modelo representables a través de una
estructura de polidrbol. Para cada variable z en el modelo, la medida D, puede considerarse

como un estimador de la bondad de la aproximacién para x.

Aquellos nodos z, para los que D, < ¢, (¢ es un valor cercano a cero, para el que consid-
eramos que las distribuciones P y PT son equivalentes) se consideran estructuras correctas
en la salida. Para el resto de nodos, habrd que buscar la estructura que se considere ‘mas
correcta’, es decir, aquella estructura con un mayor nimero de nodos, que tenga un valor
distancia D, menor y que al insertarla en el poliarbol de salida, no genere un ciclo con las
estructuras consideradas correctas en pasos anteriores. Fn cada paso, se estudian aquellos
haces cuya inserciéon provocaria un ciclo, eliminando los arcos que lo pudiesen causar. Volve-
mos a calcular las distancias D, para las estructuras resultantes, queddndonos con la que
proporciona un valor distancia menor. Si en el proceso de eliminacién de nodos obtenemos
una estructura formada por dos tnicas variables (por ejemplo @ — y), se le asigna a D, un
valor distancia infinito, de forma que el algoritmo considere este tipo de estructuras en los
pasos finales. El algoritmo se repite hasta que todos los haces formen una tnica componente

conexa.
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La principal ventaja del método es que, ademds de obtener un polidrbol que nos aproxime
una estructura causal, nos permite detectar qué variables forman parte de un ciclo (aquellas
que tengan un D, > 0), y cémo de buena es la aproximacién al considerar inicamente
los nodos que pertenecen a un Haz. Esta informacién puede sernos itil, ya que nos puede
proporcionar un grado de creencia en los valores que se obtienen al propagar. Por ejemplo,
si al propagar la informacién pasa por haces de nodos con valores distancia ‘cero’, podemos
tener una creencia alta en los resultados de la misma. En caso contrario, cuando tenemos
valores altos en la medida distancia, nos hace suponer que los mensajes pasan por haces donde
la aproximacion no es muy precisa y por tanto disminuye nuestra creencia en los resultados
obtenidos. La principal desventaja del algoritmo se encuentra en el alto coste computacional

necesario para calcular los valores de la distancia D,.

Un ejemplo del funcionamiento del algoritmo de aproximacion es el siguiente:

Ejemplo 2.2 Supongamos que tenemos la red dada por la Figura 2.7, y supongamos que
conocemos previamente el siguiente orden entre las variables {v < y < v < z < w < t} que
utilizaremos a la hora de direccionar los Haces de Nodos. Si no conocemos el orden podemos

utilizar la heuristica H2.

Figura 2.7. Modelo a aproximar

Consideremos que las distribuciones de probabilidad condicional asociadas a la red de la

Figura 2.7 toman los valores:

< | <

|
=
o0

0.6
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Ullv Wy
wlv | 0.3 wl|y |05
w|v | 0.7 wly | 0.5
w|T |08 w|y | 0.6
u|v | 0.2 wl|y |04
X| VY T|XW
z|lvy |05 tlzw | 0.3
T|lvy |05 tlaw |0.7
z|vyg | 0.1 tlaw | 0.8
Z|vy |09 tlaw |02
z|vy | 0.2 tlzw | 0.5
Z|vy |08 tlzw |05
z |7y | 0.9 tlzw | 0.6
7|vy | 0.1 tlzw |04

Si calculamos los Haces de Nodos para cada variable y calculamos la medida distancia

para cada uno de ellos obtenemos los haces y los valores asociados que se proporcionan en la

of B @/é)\@ %@ @i v

d(u)=0 d(v)=0.015911 d(x)=0.000444 d(y)=0.072557

ON

Figura 2.8

<

d(t)=0.120334 d(w)=0.0021446

Figura 2.8. Haces de Nodos y Medidas asociadas
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Con estos valores podemos obtener el siguiente orden para las distintas estructuras
VU, <V, <V, <¥, <V, <V,

Donde podemos considerar como estructura vdlida al haz ¥,,. Tomando como base este orden
entre los haces, podemos obtener el ‘polidrbol parcial’ de la Figura 2.9 fusionando los haces
V,,¥,. Lainclusién de cualquier otro haz provoca la presencia de un ciclo en la estructura.
Por tanto, eliminamos de los haces que quedan por incluir los nodos que producen un ciclo.
En este caso, tenemos que para w podemos obtener dos haces, ¥ = {t} y ¥2 = {y}, donde
ambos tienen dos elementos, por lo que se les asigna un valor distancia infinito. Ademds,
para V¥, al eliminar el tnico enlace que no esta en el poliarbol parcial, (v — ), tenemos que
la estructura resultante pertenece al polidrbol parcial, por lo que el haz ¥, no se considera.
Para ¥, tenemos que el dnico haz que, al eliminar nodos, no genera un ciclo es {z, w}, para
el cual se tiene un valor distancia cero, y de forma anéloga seleccionamos como V¥, el haz con

distancia minima ¥; = {z, w}. En este caso, tenemos el orden
1 g2
U, <V, <V, V..

En la Figura 2.9 vemos los valores de la distancia para dichos haces.

w @ @

@ d(y)=0 d(t)=0.0012
Figura 2.9. Polidrbol parcial Haces de nodos restantes.

Finalmente, al fusionar el haz ¥, obtenemos una poliarbol, T' (Figura 2.10), que incluye
a todas las variables de la estructura original. Por tanto, el proceso de seleccién termina. La

orientacién se ha obtenido siguiendo el orden original. a

2.3 Estructuras Ciclicas: Grafos Simples.

En esta seccion nos centramos en el estudio de Modelos de Dependencia representables por

(Isomorfos a) un grafo simple. Un grafo simple se define [77] como un Grafo Dirigido Aciclico
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() (2]
@/ \@/ \®

RS

Figura 2.10. Polidrbol aproximado

(GDA) donde el tnico tipo de ciclos permitidos son los Ciclos Simples. Un ciclo se dice que
es simple si todo par de nodos con un hijo directo comin, no tienen un ancestro comin ni
uno es ancestro del otro. En términos de relaciones de independencia podemos decir que todo
par de nodos con un hijo directo comin son marginalmente independientes. Considerando la
topologia de la estructura que representa el modelo, un GDA es simple cuando todo ciclo (no
dirigido) tiene al menos dos nodos con arcos cabeza a cabeza. Con este tipo de estructuras
podemos utilizar algoritmos eficientes para propagar la informacién [80], asi como obtener

algoritmos eficientes de aprendizaje de la red [77].

Inicialmente, nos centramos en el estudio de propiedades de independencia en Grafos
Simples, analizando la relacién con la representacion grafica del modelo. Un andlisis de estas
propiedades permitird el desarrollo de un algoritmo de aprendizaje para grafos simples, que
precisa un nimero polinomial de tests de independencia condicional. Fl algoritmo propuesto
evita el principal problema practico que tiene el algoritmo dado por Geiger, Paz y Pearl [77].
Esto es, evita el uso de tests de independencia de orden n — 2, (con n el nimero de variables
en el modelo) para cada par de variables. Recordemos que testear independencias de orden
n — 2 requiere un tiempo de ejecucién exponencial en n, donde para obtener resultados fiables
sobre el valor de verdad para la relaciéon de independencia, necesitamos un conjunto elevado
de datos. El algoritmo propuesto, manteniendo un orden polinomial en el nimero de tests,
reduce al minimo (puede ser cero) el nimero de tests de independencia de orden mayor que
uno. Para ello, nos restringimos a modelos que son isomorfos a un GDA. Ademads, una vez

calculados los tests de independencia, el algoritmo tiene un tiempo de ejecuciéon polinomial

O(n*).

Cuando partimos de un modelo que puede ser representado por un grafo simple, el al-
goritmo recupera el modelo utilizando tests de independencia de orden cero y uno. Como
resultado, obtenemos la siguiente condicién de Isomorfia para grafos simples: Dos grafos sim-

ples son isomorfos si y sélo si tienen las mismas relaciones de independencia de orden cero y
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uno.

Si sobre el modelo sélo conocemos que es representable mediante un GDA, entonces,
utilizando tests de independencia de orden cero y uno podemos determinar si existe o no una
representacion simple para el modelo. Definimos una representacién simple de un modelo
de dependencias como un grafo simple con las mismas relaciones de independencia de orden
cero y uno que el modelo. Este proceso se realiza en un tiempo polinomial. Si el objetivo
es conocer si el modelo se puede representar por (es isomorfo a) un grafo simple, entonces
puede ser necesario realizar algunos tests de independencia de orden superior. En cualquier
caso, hablamos de un nimero menor de tests de independencia (con un orden menor) que los

necesitados en [77].

En la seccién 2.3.1 se estudian algunos conceptos y propiedades de las redes simples. La
seccién 2.3.2 describe un algoritmo que permite recuperar este tipo de estructuras, junto con
un ejemplo de su uso. Finalmente, discutimos cémo se comporta el algoritmo de aprendizaje
cuando el modelo no es isomorfo a un grafo simple. En este caso, se proponen las modifica-
ciones necesarias para detectar si el modelo es o no representable por un grafo simple, dando

en este Ultimo caso un cédigo de error.

2.3.1 Grafos Simples: Propiedades.

Heckerman [80] introduce los grafos simples como un modelo donde representar relaciones

de dependencia entre un conjunto de Enfermedades (e1,ez,...,€,) y los resultados de las

Pruebas o Anélisis (p1,p2, ..., Pm) que se realizan.

(=) (el (o)

Figura 2.11. Grafo Simple, representando enfermedades y pruebas

La estructura de la Figura 2.11 representa una relacién de independencia marginal entre
enfermedades, asi como una relaciéon de independencia condicional entre los resultados de los

analisis, dado que conocemos las enfermedades.

En esta seccién trataremos de estudiar algunas propiedades de independencia que se pre-
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sentan en un grafo simple, asi como sus relaciones con las propiedades de independencia en el
grafo. A lo largo de la secciéon supondremos que tenemos un Modelo de Dependencias M que
se puede representar a través de un GDA G(U, A), es decir, el modelo es Isomorfo al grafo.

De nuevo podremos hablar indistintamente de independencia en el modelo como en el grafo.

Utilizaremos las siguientes definiciones para grafos simples, en las que se considera un
camino entre dos nodos de un grafo como una secuencia de vértices conectados mediante

aristas en el grafo:

Definicién 2.2 (Camino Simple.) Un camino entre dos nodos de un grafo, x e y, se dice
que es simple, y lo notamos por ¢*, si y solo si no existe ningun nodo en ¢* que sea cabeza a

cabeza en el camino.

Definicién 2.3 (Ciclo Simple.) Un ciclo se dice que es simple si todo par de nodos en el

ciclo con un hijo directo comiun, no tienen un ancestro comun, ni uno es ancestro del otro.

Graficamente, podemos decir que un ciclo es simple cuando existen cémo minimo dos
nodos con arcos cabeza a cabeza en el ciclo. Si consideramos las relaciones de independencia
entre las variables del modelo que estamos representando, la presencia de un ciclo simple
implica que todo par de nodos con un hijo directo comin son marginalmente independientes,

es decir no existen caminos simples entre ellos.

Definicién 2.4 (Grafo Simple.) Un GDA se dice que es Simple cuando los iinicos ciclos

que puede tener son Ciclos Simples. Cuando un grafo G sea simple lo notaremos por G*.

Siguiendo la notacién dada en la seccién anterior, definimos el conjunto A, como

Definicién 2.5 Sea x € U, entonces definimos A, como el conjunto de variables marginal-

mente dependientes con x, esto es

A ={y € U tales que =1(z | 0| y)n}-

La proposicién 2.1, puede generalizarse a un modelo de dependencias isomorfo a un GDA.

Proposicion 2.4 Sea z,y € U, sea G un GDA isomorfo a M. FEntonces y € A, si y solo si

existe al menos un camino simple entre © e y en G'.
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Demostracién.

Similar a la demostraciéon dada para la proposiciéon 2.1. a

Al considerar el criterio de d-separacién y el isomorfismo entre el modelo y un grafo, la
presencia de un camino simple entre dos nodos z e y de un grafo, implica una dependencia
marginal entre ellos y reciprocamente una dependencia marginal implica la presencia de un

camino simple entre los nodos.

Entre los caminos simples de un grafo, podemos hacer la siguiente clasificacion:

HT(z,y) : Son aquellos caminos simples entre e y que tienen un arco cabeza en x y arco

cola en y, es decir representan a caminos dirigidos de y a @ de la forma z «— ... < y.

TH(z,y) : Son aquellos caminos simples entre & e y que tienen un arco cola en z y arco

cabeza en y, es decir representan a caminos dirigidos de z a y de la forma z — ... — y.

HH(z,y) : Aquellos caminos simples entre e y que tienen un arco cabeza en x y arco
cabeza en y, es decir x «— ... — y. Podremos encontrar un nodo del camino, z, tal que

los subcaminos de z a z y de z a y sean caminos dirigidos.

Cuando estemos interesados en el tipo de camino, mas que en los nodos origen y destino, lo
notaremos como HH(.,.), HT(.,.)o TH(.,.); cuando nuestro interés se centre en la presencia
de un camino simple entre dos nodos x e ¥, mas que en el tipo de camino, lo notaremos por

c*(z,y). Si no estamos interesados en los nodos origen y destino, lo notaremos por c¢*.

La presencia de un camino simple entre dos nodos, afecta al resto de los posibles caminos

simples, por lo que estudiaremos distintas propiedades que se pueden obtener.

Proposicion 2.5 Dado un grafo simple G*, con x,y nodos en G*, si existe un camino simple

ci(z,y) en HT'(x,y) o TH(x,y), entonces €éste es el inico camino simple entre x e y en G*.

Demostracién.

La haremos por reduccién al absurdo, estudiando los distintos casos para TH(z,y).
La demostracion para HT'(z,y) es andloga. Supongamos que existe mds de un camino
simple entre z e y, donde al menos uno de ellos es ¢; € TH(z,y). En la Figura 2.12 se

representan los posibles casos.
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X —= al = a2 —=-- —= an = Y X —= al = &2 —= anrl\fan%y
bl —— b2 e bm b1 —— bZ/ bm
a) c1={x,al,a2,...any} ;c2={x,blb2,..bmy} b) cl={x,al,a2,...any} ; c2={x,blb2,a2,ar1 , bm,y}

c2 1I'={x,bl,b2,a2} ; c2''={a2, ...,a1 } ; 2 2" ={an1 , bm,y}

Figura 2.12. Posibles caminos simples en G*.

Caso a) Supongamos que existe otro camino simple entre z e y, ¢3(x,y) v que este

camino no contiene ningtin nodo de ¢}, salvo & e y. Entonces tenemos que:

1. Si ¢y € TH(z,y) o ¢5 € HH(x,y) obtenemos un ciclo no simple entre z e y,
con y como unico nodo cabeza a cabeza, prohibido en grafos simples.

2. Si ¢ € HT(x,y) obtenemos un ciclo dirigido, prohibido por tratarse de un
GDA.

Por tanto llegamos a una contradiccién, con lo que el resto de los caminos entre x

e y son no simples.

Caso b) Supongamos que existe al menos otro camino simple entre z e y, ¢5(z,y) y
que en ¢} existe al menos un nodo a; € ¢ distinto de 2 e y. En este caso, cualquier

camino se puede obtener como combinaciéon de caminos de la forma :
— ch(ag, @ ), con a;, aj como tnicos nodos de ¢} que pertenecen a ¢i(z,y), donde
al menos uno de entre a;, a; son distintos de z e y.

"nea oA, " . *
— ¢5(f, ;) con todos los nodos en ¢j perteneciendo a cj.

Donde al menos debe aparecer un subcamino del tipo cf.

Entonces, sabemos que, por ser ¢; un camino TH(z,y), el subcamino ¢4(f;,5;) es
TH(p;, ;). Veamos qué ocurre con cada uno de los subcaminos ¢5(a;, a;). Por ser
ci(z,y) € TH(z,y), tenemos que ¢;(oy, ;) € TH(z,y), por lo que estamos en el
caso a) para c5( oy, a;) y por tanto ¢, no puede ser un camino simple, concluyéndose

que ¢ tampoco puede ser simple.

A partir de esta proposicién, podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Sea G* un grafo simple, con x,y € G*. Si entre x e y existe mds de un

camino simple, éstos han de ser HH(z,y).
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Como estamos interesados en propiedades de independencia en el grafo, nos planteamos si
dado un camino simple entre dos nodos, podemos conocer cémo afecta un nodo en el camino

a las relaciones de independencia en el grafo.

Proposicion 2.6 Sea G* un grafo Simple y sea ¢* un camino simple entre dos nodos z e
y. Todo nodo en ¢* bloquea el camino simple y ademds, no activa a ningun otro camino no

stmple entre x e y.

Demostracién.

Sea z un nodo en el camino simple entre z e y. Que el nodo z bloquea el camino simple
c* se tiene de forma directa a partir del criterio de d-separacién. Veamos que no activa
a ningin otro camino no simple. Para demostrarlo basta con ver que para cualquier
camino no simple entre z e y existe un nodo cabeza a cabeza que no es z, ni tiene como
descendiente a z, bloqueando el camino no simple. Supongamos que tenemos un camino
simple T'H (x,y) (analogo para HT(x,y)) vy z es un nodo en el camino. Ademds, con el
fin de que z active un camino no simple, supongamos que z es un nodo cabeza a cabeza
o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza en un camino no simple entre z e y. En
este caso, podemos encontrar un nodo p, padre del nodo cabeza a cabeza en el camino
no simple y antecesor de z, de tal forma que entre p e y existe un camino ¢ € TH(p, y).
Pero por ser ¢ un camino T H(.,.) éste es el inico camino simple entre p e y. Por tanto,
tiene que existir un nodo con arcos cabeza a cabeza en el camino entre p e y, que no pase
por z. Si z no es descendiente de este nodo, el camino no simple estard bloqueado por
él, si z es descendiente, llegarfamos a una contradiccién porque el grafo no seria simple.
En el caso en que el camino sea H H(z,y), el razonamiento es similar. Sea z un nodo
en el camino, entonces entre z y x o entre z e y existe un camino TH(.,.) o HT(.,.),
y repitiendo el razonamiento, vemos que cualquier camino no simple estard bloqueado

por un nodo cabeza a cabeza, que no es z ni tiene a z como descendiente. O

Como resultado de esta proposicién podemos obtener el siguiente resultado, andlogo al

obtenido para polidrboles en la proposiciéon 2.2.

Proposicién 2.7 Seax € G* y seany, o € A,. Entonces I(z |y | o) siy solo si todo camino

stmple conectando x con a pasa por y.

Demostracién.
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Como a € A, sabemos que existe al menos un camino simple ¢* entre z y a.

=>) Supongamos que I(z | y | ) y que existe un camino simple entre z y a que no
pasa por y. Entonces tenemos que = < z | y | @ >, pues ¢* sigue activo al conocer y y

por ser un D-map obtenemos que —=/(z | y | a), llegando a una contradiccién.

<=) Supongamos que todo camino simple entre z y a pasa por y. Por la proposicién
anterior sabemos que los caminos simples entre x v « estan bloqueados por y y ademas y
no activa ningin otro camino no simple entre z e . Por tanto tenemos < x | y | @ >¢x

y en consecuencia I(z | y | a). O

Otra propiedad importante que se satisface, y que podemos considerar como una regla de
encadenamiento de independencias cuando existe un dnico camino simple entre dos nodos de

un grafo, es la siguiente:

Proposicion 2.8 Sean z,y,z,7 € G* con y,z,7 € A,.
Sil(z|yly) & I(z]|~v|z) entonces

LIz |yl=2)

2. I(x|yuyl=)
Demostracién.

Basdndose en la proposicién anterior, todos los caminos simples entre x y v pasan por
y v todos los caminos simples entre  y z pasan por 7. Entonces los caminos simples
entre x y z pasan por y (1) y pasan por y U~y (2) y por la proposicién 2.6, ni y ni 7,

activan a ningin otro camino entre z y z. a

Dado un nodo z del grafo, podemos establecer una relacién topolédgica entre los nodos del
grafo. Esta es la relacién de Antecesores y los Descendientes de un nodo. Notaremos por
A, al conjunto de nodos ¥y, que son antecesores de x en el grafo, es decir, existen caminos
HT(z,y) en el grafo, y notaremos por D, al conjunto de descendientes de x en el grafo, es
decir, aquellos nodos y para los que existen caminos T'H (z,y). Nos centraremos en estudiar si
existe una relacién de independencia entre antecesores y descendientes de un nodo del grafo.
Sabemos [126] que en un GDA un nodo z, es condicionalmente independiente del conjunto de
antecesores (no directos), dado que conocemos el conjunto de padres (antecesores directos)

de x, esto es

I(z | Padres, | A, \ Padres,)
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La siguiente relaciéon de independencia entre antecesores y descendientes de un nodo nos

permite identificar de forma univoca un grafo simple G*.

Teorema 2.2 Sea G un grafo dirigido aciclico isomorfo a un modelo de dependencias. Fn-

tonces G es un grafo simple si y solo si para todo x € G se satisface que I(A; |z | Dy).

Demostracién.

La haremos por reduccién al absurdo en ambas direcciones.

<=) Supongamos que para todo z, se satisface I(A, | # | D), pero G no es un grafo
simple. Entonces en (G existe un ciclo no simple, lo notamos por ¢. Por ser G un GDA,
tenemos que el ciclo tiene un sélo nodo con arcos cabeza a cabeza, llamemos n a este
nodo. Sean pi,, p2, los padres de n en el ciclo y sean ap,, ,a,, adyacentes a pi,,pa,
respectivamente en el ciclo, es decir ¢ = {...ay,, — p1n — 7 < P2y, — Gp,, ...}. Tenemos
que al menos a,,, 0 a,,, debe ser padre de py,, 0 py, (0 bien pi, 0 pg, cuando el ciclo
no simple estd formado sélo por n,p;y,a,n). De no ser asi, se tendrfa al menos otro
nodo con arcos cabeza a cabeza en el ciclo distinto de n y por tanto el ciclo seria simple.

Supongamos entonces que a,, es padre de py,, es decir a,,, — pi,.

Entonces existen dos caminos simples desde a,,, a n, ¢f = {ap,,pin,n} v ¢ =
— *

{apy,s-- > Ppan,n} (en el caso en que a,, = p2, tenemos que ¢5 = {py,,n}). Por el

criterio de d-separacién, tenemos que = < a,,, | pin | » >¢ y por ser G isomorfo al

modelo, =I(ay,, | p1n | 7). Pero por hipétesis, sabemos que I(A,,, | pin | Dp,, ), ¥ pOr

descomposicién obtenemos que I(ayp,, | p1n | 7), llegando a una contradiccion.

=>) Supongamos que (i es un grafo simple y que existe un nodo 2 € G tal que —I(A; |
z | D). Entonces, debido al isomorfismo y por el criterio de d-separacién, o bien (a)
existe al menos un camino simple ¢} (sin arcos cabeza a cabeza) que no pase por x entre
algin antecesor de z (a,) y algin descendiente de z (d,.) o bien (b) z activa un camino
no simple entre A, y D,, es decir x es descendiente de todo nodo cabeza a cabeza en

un camino no simple entre A, y D,.

En el grafo, podemos encontrar el camino ¢5 = (¢ — ... — 2 — ... — d;) en G. Al ser
¢5 € TH(ay,d,), por la proposicién 2.5 es el dnico camino simple entre a, y d,, por lo
que el camino simple ¢} no puede existir. Supongamos que el nodo z activa un camino
no simple entre A, y D,. Todos los caminos simples entre A, y D, son TH(a,,d;), y
por tanto son caminos tnicos. Ademds por la proposicién 2.6 sabemos que x bloquea a

estos caminos simples y no activa ningin otro camino no simple entre a, vy d,. Entonces
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podemos deducir que < A, | 2 | D, > y por el isomorfismo entre el modelo y el GDA,
tenemos que [(A, | 2 | Dy). ]

Un resultado andlogo, pero empleando los padres e hijos de z, es el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Un GDA G, isomorfo a un modelo de dependencias es simple si y solo si para

todo x € G se satisface que Vp, € Padres,,Vh, € Hijos, tenemos que I(p; | z | hy).
Demostracién.

Anéloga a la anterior. a

Este teorema nos va a permitir determinar cuando un determinado GDA es una estructura
simple. Para ello, basta con aplicar el criterio de d-separacién entre padres (p,) e hijos
(hy) de una variable z, esto es < p, | @ | hy >¢. El hecho de que una tnica variable
haga independientes al conjunto de antecedentes del conjunto de descendientes, nos lleva a
plantearnos si es posible recuperar la estructura de un grafo simple en base a relaciones de
independencia condicional de orden cero y uno. Recordemos que esta propiedad es cierta

para estructuras sencillas como arboles o poliarboles.

Por tanto, nuestro planteamiento sera el siguiente: Dado un grafo simple G*, obtendremos
la lista L de relaciones de independencia marginal e independencia condicional de orden
uno. Nuestro objetivo serd el reconstruir el grafo original a partir de L. En la siguiente
seccién proponemos un algoritmo que, en tiempo polinomial, nos va a permitir recuperar la

estructura.

Para un ciclo simple, llamaremos nodos que cierran el ciclo a aquéllos que tienen arcos
cabeza a cabeza en el ciclo. Dentro de los ciclos simples destacaremos aquellos ciclos que
tienen mas de un camino activo entre los nodos que cierran el ciclo, los llamaremos ciclos
simples activos. Cualquier ciclo simple es no activo si existen mas de dos nodos con arcos
cabeza a cabeza en el ciclo. En la Figura 2.13, el caso a) es un representacién de un ciclo
simple activo entre dos variables (z e y), mientras que el caso b) representa un ciclo simple

no activo entre z e y.

Considerando las relaciones de independencia entre los nodos, la presencia de un ciclo
simple activo implica que entre las variables que cierran el ciclo no existen relaciones de
independencia de orden cero ni uno. Gréficamente, por tener mas de un camino simple

activo, los caminos entre las variables que cierran el ciclo, z e y, han de ser H H(x,y).
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< Ly

Figura 2.13. Ciclo Simple Activo / No Activo.

Las siguientes dos proposiciones serdn necesarias para el desarrollo del algoritmo. La
primera establece que cuando entre las variables z e ¥ no existen independencias de orden
cero ni uno, entonces z e y cierran un ciclo simple activo en el grafo o bien existe un arco

directo entre ellas.

Proposicion 2.9 Sea x e y dos nodos cualquiera de un grafo simple G*. Fntre x e y no
existen independencias de orden cero ni uno si y solo si o bien entre x e y existe un ciclo

stmple activo, con x € y cerrando el ciclo, o bien existe un arco directo entre x e y.

Demostracién.

=) Supongamos que entre z e y no existen independencias de orden cero ni uno. En-
tonces, por la proposiciéon 2.4, como z e y son marginalmente dependientes, entonces

entre x e y existe al menos un camino simple .

Supongamos que este camino simple es iinico. Si en el camino existe un nodo z, entonces,
por la proposicién 2.7, se deduce que I(z | z | y) en contradiccién con el hecho de que
no existen independencias de orden uno. Si en el camino no existe un nodo z, entonces

existe un arco directo entre z e y.

Supongamos el caso en que tengamos varios caminos entre z e y. Por la proposiciéon
2.5, estos caminos han de ser H H(x,y). Ademds, supongamos que z o y (o ambas)
no cierran el ciclo simple. Los posibles caminos simples entre z e y se podran obtener
mediante una composicién de caminos de la forma HT(z,v)® HH(v,z)0TH(z,y) (con
© representando una concatenacién de caminos), donde al menos tiene que existir un
camino en HT'(xz,v) o en TH(z,y), con vy z antecesores de z e y respectivamente y
siendo v y z las variables que cierran el ciclo simple. Supongamos que existe, por ejemplo,
el camino T H(z,y) (el otro caso es analogo). Entonces todos los caminos simples entre

x e y pasan por z, y por la proposicién 2.7 podemos deducir que I(z | z | y), en
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contradicciéon con las hipdtesis de no existir independencias de orden uno. Luego todos

los caminos han de ser H H(z,y), con z e y cerrando el ciclo simple activo.

<)La demostracién inversa es directa, basta aplicar el criterio de d-separacién. O

La siguiente proposicidon expresa que cuando en un grafo tenemos un ciclo simple activo
entre dos variables, basta con conocer los padres de una de las variables para establecer la

independencia con la otra.

Proposicion 2.10 Sean z,y € G*, siendo G* un grafo simple donde exviste al menos un
ciclo simple activo entre x e y (existen al menos dos caminos H H(x,y)). Sea Padres,(y) el
subconjunto de padres de x que estdn en alguno de los caminos H H(z,y). Entonces I(x |
Padres;(y) | y) en G*.

Demostracién.

Cada uno de los nodos en Padres,(y) bloquea un camino simple entre z e y. Ademds,
por la proposiciéon 2.6, no existe ningin camino no simple entre z e y que esté activado
por un nodo en Padres,(y). Por tanto, y siguiendo el criterio de d-separacién, quedaria
por demostrar que no puede existir otro camino simple entre x e y. Pero cualquier otro
camino simple, ha de ser de la forma H H(z,y)y por tanto existe un nodo p € Padres,(y)

que bloquea el camino. a

2.3.2 Algoritmo de Recuperacién de Grafos Simples.

En esta seccidn se desarrolla un algoritmo que recupera un grafo simple en tiempo polinomial.
Para ello, partimos de un modelo M, isomorfo a un grafo simple G*, sobre el que realizamos
los test de independencia. FEl algoritmo da como salida un grafo isomorfo al modelo, uti-
lizando dnicamente tests de independencia de orden cero y uno. La relaciéon de isomorfismo
proporciona una limitacién teérica para identificar la direccién de los arcos, utilizando in-
formacién sobre independencias. Por ejemplo, las siguientes tres estructuras son isomorfas,
representando relaciones de dependencia marginal entre z e y y una relacién de independencia

condicional entre z e ¥, dado que conocemos z.

T—z—y
T—z—=Yy

T—z—Yy
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El siguiente teorema expresa, de forma grafica, cudndo se establece una relacién de isomor-

fismo al considerar modelos representables mediante grafos simples.

Teorema 2.4 Dos grafos simples G y G5 son isomorfos si y solo si tienen el mismo esqueleto

y las mismas conexiones cabeza a cabeza.

Demostracién.

La podemos encontrar en [77]. 0

Para disefiar el algoritmo, tomando como base el teorema anterior, seguimos un esquema
similar al utilizado para el algoritmo de la secciéon anterior. Esto es, para cada variable en el
modelo, tratamos de encontrar el conjunto de nodos que estdn conectados directamente con
ella, sus padres e hijos directos. El grafo se obtiene al reunir cada una de estas componentes

en la estructura de salida. Este proceso se realizard en dos fases:

1. Dado un nodo cualquiera x, asignar como variables asociadas al nodo aquellas para las

que no existe una relacién de independencia de orden cero o uno.

2. Eliminar las variables para las que existe una relacién de independencia de orden mayor

o igual que dos.

Para llevar a cabo la primera fase, utilizaremos el concepto de Haz de Nodos visto en la
seccién anterior (ver definicién 2.1). De forma andloga a como se desarrolld en la seccién 2.2,
construimos el Haz de Nodos para z analizando, una a una, el conjunto de variables en A,
donde inicialmente ¥y = (. Notaremos por ¥, al haz que se obtiene al considerar todas las

variables en A,.

La siguiente ecuaciéon nos dice como construir el Haz de Nodos para una variable z del
modelo. Si ¥, es el haz de nodos para 2 en un paso ¢ y « la nueva variable a estudiar, con

a € A, entonces

v, Sidy eV, tal que I(z |y | a)

Wiy, =
(i1 U, U{a}\J En otro caso

con J ={yeV¥,, |I(z]|a]|y)en G}
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De forma intuitiva, la ecuacién anterior expresa que si existe una variable y € ¥, tal que
I(z | y | @), entonces el Haz de Nodos para = no se modificard, es decir ¥4y, = ¥, . Como
a € A, por la proposicién 2.4, tenemos que existe al menos un camino simple entre z y a.
Ademas, como I(z | y | o), por la proposicién 2.7 todos los caminos simples (activos) pasan
por y. Por tanto, a no pertenece a Wy, y,. El resto de las relaciones de dependencia con

variables en W, no se alteran por la exclusién de la variable a.

Cuando no existe un nodo en ¥;_que haga independientes a 2 y «, incluimos el nodo « en
Vit1y,- Supongamos que existe un conjunto J # (0, con y cualquier nodo de 7. Entonces,
como I(z | a | y) en G*, y por la proposicién 2.7, todos los caminos simples entre x e y pasan

por a. Por tanto, no puede existir un enlace directo entre x e y.

Cuando se han considerado todas las variables del conjunto A,, se habrdn eliminado de

¥, todas las variables para las que existan relaciones de independencia de orden cero o uno.

Proposicion 2.11 Sea G* un grafo simple, con z,y € G*. Sea y € A,. FEntonces tenemos

que eziste una relacion de independencia de orden uno entre x e y si y solo si y € V.

Demostracién.

Es directa, teniendo en cuenta cémo se ha construido el Haz de Nodos para z y la

proposicién 2.7. a

Esto nos permite decir, por la proposicién 2.9, que ¥, incluird los padres e hijos directos
de z, asi como aquellas variables y para las que existe una relacién de independencia de orden
mayor o igual que dos con z. Luego, al aplicar la ecuacién 2.2 a los nodos en A, se concluye

la primera fase.

Cuando existe una relaciéon de independencia de orden mayor o igual que dos entre dos
variables = e y, debe existir mas de un camino simple entre ellas. Por estar considerando
grafos simples, y por la proposicién 2.5, estos caminos deben ser caminos H H(z,y), con x e

y cerrando el ciclo simple.

Recordemos nuestro objetivo: ‘Obtener, para cada variable en G*, el conjunto de nodos
que estan conectados directamente con ella’. Por tanto, tenemos que establecer un criterio
para localizar qué variables, y € W, tienen una relacién de independencia condicional con z,

de orden mayor o igual que dos. Para ello definiremos el siguiente conjunto de nodos:
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Definicién 2.6 El Conjunto Separador entre dos nodos x e y, y lo notamos ®,(y), se define

como el conjunto de nodos, vecinos directos de x, que satisfacen I(z | ®,(y) | y).

Veremos cémo calcular ®,(y). Este conjunto estara formado por aquellos nodos en ¥, que
satisfacen I(z | ®,(y) | y), con | ®,.(y) |> 2. Paralocalizar este conjunto ®,(y) lo haremos en
sucesivas fases: Una primera fase de seleccion de un conjunto de nodos candidatos a formar
parte del Conjunto Separador ®,(y); La segunda fase, de sucesivos refinamientos del conjunto
de nodos candidatos, en la que se eliminan aquellos nodos que pueden hacer falsa la relacion
I(z | ®.(y) | y). Como punto de partida para la primera fase, consideramos el siguiente

conjunto de nodos:

Ko(y) ={w € Yy, conw Fy[~l(w]z]y)en G7}.

Definiciéon 2.7 Definimos el conjunto de nodos candidatos a Conjunto Separador entre x e
y, y lo notamos por Q:(y), al conjunto formado por los nodos w; € K,(y) para los que existe

un nodo w; € K,(y) satisfaciendo:

1 I(w; | 0] wy) en G*.

2. ~l(w; |y | w;) en G*.

Sabemos por (1) que los nodos w;, w; € Q%(y) son marginalmente independientes (no
existen caminos simples entre ellos). Ademds, por pertenecer a A;, w; y w; son marginalmente
dependientes con z (luego, existe al menos un camino simple entre z y w; y entre z y w;).
Por tanto, estos caminos simples han de ser cabeza a cabeza en z, es decir, w; (andlogo para
w;) es un padre de z o los caminos simples que unen a w; (analogo para w;) con  son cabeza
en el nodo z. En cualquier caso, w; y w; no pueden ser descendientes de z. Ademas, por (2),
conocido y, w; y w; son condicionalmente dependientes; entonces o bien (a) existen caminos
que conectan a w; con w; y que son cabeza a cabeza en y o bien (b) y es un descendiente de
todo nodo cabeza a cabeza en un camino entre w; y w;. En cualquier caso, existe un camino

simple entre w; e y y un camino simple entre w; e y.

Todas estas relaciones de independencia y el hecho de tener un modelo representable
mediante un grafo simple limitan el tipo de estructuras a considerar. Sabemos que y € ¥,
y por tanto entre z e y existen caminos simples. Para ver las distintas estructuras graficas
que se pueden obtener haremos un estudio por casos, dependiendo del tipo de camino simple
existente entre z e y. En las siguientes figuras, las lineas discontinuas representan a tipos de

caminos simples, por ejemplo w; «— — — a; — — —  representan a caminos en H H(w;, z).
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Figura 2.14. Caso I: Camino Simple TH(z,y)

Caso I: Supongamos que entre z e y existe un camino T H(z,y). (Ver Figura 2.14)

Al ser un camino T'H(z,y), por la proposicién 2.5, éste es el dnico camino simple entre
x e y. Ademds, si en el camino existiese un nodo z, por la proposicién 2.7, tendriamos que

I(z | z|y), estoes y ¢ V,. Por tanto, y tiene que ser un descendiente directo de z.

Supongamos entonces que w; o w; son padres de z. Entonces existe un camino 7 H (w;,y)
que pasa por = (el desarrollo lo haremos para w;, para w; es andlogo); por el teorema 2.3
tenemos que I(w; | | y), en contradiccién con el hecho de que w; € K,(y). Por pertenecer w;
a 2%(y), sabemos que w; no puede ser hijo de z, ademas si w; no es padre de z, entonces, por
la proposicién 2.9, entre w; y & tiene que existir un ciclo simple activo (caminos H H (w;, z)),
con z y w; cerrando el ciclo, con lo que tenemos caminos H H(y,w;) que pasan por z. Si
ademds, por pertenecer w; a K,(y), tenemos que =/ (w; | « | y), entonces la tnica posibilidad
es que exista al menos un camino simple ¢* entre w; e ¥ que no pase por x. Por la proposiciéon
2.5, el camino ha de pertenecer a H H(w;,y). De forma andloga, obtenemos que entre w; e
y existe un camino simple # H(w;,y) que no pasa por z. Por tanto, y es un nodo con arcos
cabeza a cabeza para estos caminos. De forma esquemética, en la Figura 2.14 tenemos una

representacion del modelo.
Caso II: Supongamos que entre z e y existe un camino HT'(z,y). (Ver Figura 2.15)

Aplicando la proposiciones 2.5 y 2.7, obtenemos que z es un descendiente directo de y
(basta realizar el mismo razonamiento que en el caso I). Veamos que un nodo w; no puede
ser padre de x. Supongamos entonces que w; es padre de z. Tenemos que w; e y tienen
un descendiente directo comin, z, y por tratarse de un grafo simple (dos nodos con un
descendiente directo comin son marginalmente independientes), no existen caminos simples
entre ellos. Por pertenecer w; a Q%(y), existe un w; € Qi(y) tal que ~I(w; | y | w;) y
I(w; | Dw;), luego ha de existir un camino simple entre w; e y, llegando a una contradiccién

con la hipétesis de grafo simple (Anédlogo para w;). Luego w; y w; no pueden ser padres de
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Figura 2.15. Caso II: Camino HT(z,y)

Figura 2.16. Caso III: Caminos H H(x,y)

Sabemos que w; y w; no pueden ser descendientes de z. Luego, tanto w; como w; cierran
un ciclo simple con z. De nuevo, y por =I(w; | y | w;), entre w; e y existe al menos un camino
simple, y por tanto entre w; y « existe al menos un camino simple, ¢f = (w; — ... — y — ),
que pasa por y. Ademads, conocemos que entre w; y x existen caminos simples de la forma
H H(w;,z), por tanto el camino ¢ € HH(w;,z), es decir ¢f = (w; — ... —y — ). Por
un razonamiento andlogo encontramos caminos simples ¢5 € HH(w;,z) que pasan por y,
¢ =(w; — ...—y — z). La condicién 1 nos dice que w; y w; son marginalmente independi-
entes, por tanto, tiene que existir en ¢y N¢3 un nodo, que es cabeza a cabeza en un camino no
simple entre w; y w;. Sic] y ¢5 intersecan sélo en x e y, tenemos la representacion grafica de la

Figura 2.15 a), si intersecan en mas nodos, la representacion grafica es la de la Figura 2.15 b).

Caso III: Supongamos que entre z e y existen caminos H H(z,y). (Ver Figura 2.16)

Por las proposiciones 2.9 y 2.11, para que y € ¥, tienen que existir al menos dos caminos
HH(z,y). Ademas, sabemos que los nodos en Q%(y) o son padres de z o son nodos que

cierran un ciclo simple activo con =z.
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(a)

Supongamos que w es padre de z en un camino H H(x,y) (por ejemplo, w; en la Figura
2.16).

El conjunto de nodos que se pueden incluir en Q%(y) debido a que se satisfacen las

condiciones (1) y (2) necesarias, son aquellos w’ tales que

i) w' es padre de z en al menos otro camino H H(x,y), (por ejemplo, wy en el la

Figura),

i1) w' cierra un ciclo simple con x; en este caso, los caminos simples entre w’ e y, o
bien son de la forma T'H(w’,y) (en la Figura w;) o bien pertenecen a H H(w',y)

(en la Figura w;).

Supongamos ahora que w cierra un ciclo simple con z, es decir, existen al menos dos
caminos H H(z,w;) (en la Figura w; o wy). Los posibles caminos simples entre w e y
pertenecen a H H(w,y) (w; en la Figura) o pertenecen a T H(w,y) (w; en la Figura).
En cualquier caso, el conjunto de nodos w’ satisfaciendo las condiciones necesarias para

ser incluidos en Q%(y), esta formado por:

i) w’', padre de 2 en un camino HH(x,y) que no pase por w, (en la Figura, si

suponemos w = w;, entonces w’ puede ser w;, wg, ag, 7).

i1) w', nodo que cierra un ciclo simple activo con z, y para el que existe un camino
simple T H(w',y), esto es, w’ forma parte de un camino simple H H(x,y) que no

pase por w, (en la Figura, w = w; y w' = wy).

i1i) w’, nodo que cierra un ciclo simple activo con z, y para el que existe al menos un

camino H H(w,y) (en el ejemplo w = w; y v’ = w;).

La proposiciéon 2.9 nos permite decir que los nodos en ¥, son padres, hijos, o nodos para

los que existe un ciclo simple activo con z. Puede ocurrir que, ain existiendo una conexién

directa entre x e y, el conjunto de nodos candidatos no sea vacio. Esta situacién se presenta

en los casos I y II. Dado un conjunto de nodos candidatos Q%(y), es posible determinar cuando

entre dos variables, e y, existe un arco directo (casos I y II), o por el contrario, existe un

ciclo simple activo entre ellas (caso III). En este dltimo caso y por tratarse de un grafo simple,

podemos eliminar el nodo % del conjunto de vecinos directos de .

Para distinguir entre los casos I o II y el caso III, refinaremos el conjunto de nodos

candidatos ©%(y), hasta quedarnos con un subconjunto de nodos, que notaremos por €,(y),

utilizando la siguiente relacion.
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Qa(y) = Q(y) \ {wi tales que
obien a) Ja € Uy, a € Ay, | I(a|]2)y ~L(a]|y]),
obien b) Ja € Uy,a € Ay, | " I(a|0|2)y I(a|y|z)y ~I(a]y|w)}

La siguiente proposicién nos permite decir que cuando entre z e y exista un arco directo,

el conjunto Q,(y) serd vacio.

Proposicion 2.12 Sea G* un grafo simple y sean z,y dos nodos en G*. Entre x e y existe

una conexion directa en G* si y sdlo siy € U, con Q.(y) = 0.

Demostracién.

La haremos por reduccién al absurdo.

=) Sabemos, por la proposicién 2.9 y por la forma en que se construye el Haz de Nodos,
que si entre z e y existe una conexién directa, entonces y € ¥,.. Supongamos que entre
z e y existe una conexién directa, pero Q,(y) es no vacio. Para ello, el conjunto de

nodos candidatos, %(y), debe ser no vacio.

Supongamos que la conexién directa es & < y. Por tanto, existe un camino directo de la
forma HT'(z,y) y nos encontramos en el caso II. Para cada w € Q3(y), existe al menos
un nodo a € ¥, por ejemplo un padre de y en los posibles caminos simples entre w e y,
que satisface la condicién (b), es decir @ € Ay, = I(a |y | w),~I(a| 0] 2),[(a]|y]| ).

Por tanto, todos los nodos w en Q%(y) son eliminados, luego Q,(y) = 0.

Supongamos ahora que la conexion directa es @ — y. Esto es, existe un camino simple
TH(z,y), encontrandonos en el caso I. Entonces, de nuevo podemos encontrar, para
cada nodo w € Q%(y), un nodo a, padre de y en los caminos simples entre w e y, para el
que se satisface la condicién (a), es decir a € Ay, I(a| 0| 2),-I(a | y| ), obteniendo
un Q,(y) = @. En ambos casos, llegamos a obtener un conjunto ,(y) vacio, esto es,
obtenemos una contradiccién. Por tanto, podemos concluir que si existe un arco directo

entre x e y, entonces y € ¥, con Q,(y) = 0.

<) En este caso, supongamos que y € ¥, con Q,(y) = 0, pero que entre z e y no existe

una conexion directa.

Por pertenecer y al Haz de Nodos para z y por no existir conexién directa entre z e

y, tenemos que entre z e y existe un ciclo simple activo. Por tanto, nos encontramos
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en el caso III, obteniendo un Q% (y) no vacio (al menos, los padres de x en los caminos
simples H H(x,y), pertenecen a Q%(y)). Veamos como siempre encontraremos un nodo

en el conjunto Q,(y).

Sea p, el padre del nodo z en cualquiera de los caminos H H(x,y). Sabemos que
pr € Q5(y). Entonces, para p,, no podremos encontrar el nodo a € ¥, que haga que
lo eliminemos del conjunto Q%(y). Los nodos a € ¥, o son padres, o hijos, o nodos que

cierran un ciclo simple con y. Supongamos que:

i) a es hijo de y: En este caso tenemos que o« € A, ,—I(a | @ | z). Entonces, de
satisfacerse alguna de las condiciones, serd la (b). Veamos cémo las otras relaciones
no se pueden dar simultdneamente cuando a es hijo de y. Supongamos que —/(« |
y | pz), entonces existe un camino simple entre a y p, que no pasa por y, y por
tanto existe un camino simple entre @ y z que no pasa por y, es decir = I(a | y | 2).
SiI(a|y| ), todos los caminos simples entre z y a pasan por y, y por tanto todos

los caminos simples entre p, y o han de pasar por y, es decir I(p, | y | ).

i1) « es padre de y: Supongamos que « satisface la condicién (a). En este caso, tenemos
que I(z | 0 | @), y =I(x | y | @). Para que se satisfaga la condicién (a), ademads
tiene que cumplirse que o € A, . Entonces, existe un camino simple entre z y
a, ~I(z | 0| a) llegando a una contradiccién. Veamos que la condicién (b) no se
puede satisfacer. Para ello basta con ver que la relacién I(z | y | @) no se cumple.
El camino (z < p, ... — y < «a) existe en el grafo, por lo que y activa este camino

no simple entre z y a.

i1t) « cierra un ciclo activo simple con y: Es decir, existen caminos simples de la forma
HH(y,a). Con un razonamiento analogo al caso i), obtenemos que no se cumplen

las condiciones (a) ni (b).

Entonces podemos concluir, que para p, no podemos encontrar un nodo a que satisfaga
las condiciones necesarias para eliminarlo del conjunto Q%(y), p. € Qu(y). Por tanto,

obtenemos un conjunto ,(y) no vacio en contradicciéon con la hipétesis.

Como corolario de esta proposicién, tenemos que

Corolario 2.2 Sea G* un grafo simple y sean x,y dos nodos en G*. Entonces y € ¥, con

Q.(y) # 0 siy solo si entre v e y existe un ciclo simple activo.

Demostracién.
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Es directa, basdndose en la proposicon anterior. a

En la Figura 2.17 (caso a) podemos ver un ejemplo donde el conjunto €,(y) es vacio. La
presencia de un arco directo entre z e y, hace que ¥, = {w;, w;,¢,y,d} y Qi(y) = {w;, w;},

distinto del conjunto vacio, pero los nodos a,b hacen que Q,(y) = 0.

Figura 2.17. a) Q% (y) = {w;, w;}, Qu(y) =0 b) -I(z | Qu(y) | y)

Basandonos en el corolario 2.2, podemos conocer cuando entre dos variables existe un ciclo

simple activo. La pregunta que nos podemos hacer es:
i S1 Qz(y) es no vacio, se satisface la relacién I(z | Q,(y) | y) ?

Veremos, utilizando un contraejemplo, que esta relacion no tiene por qué ser cierta.
Consideremos la Figura 2.17 (caso b), donde ¥, = {w;, w;, wg,w;,a,b,e,y} y Qi(y) =
{w;, w;, wy,w}. Para w; encontramos el nodo ¢ € ¥,, ¢ € Ay, que satisface I(c | 0 | z)
y ~I(c |y | z). Por tanto, Q,(y) = {w;, wg, w;}. Sin embargo, al conocer w; nos activa un

camino no simple entre z e y y por tanto ~I(z | Q,(y) | v).

Como comentamos, nuestro objetivo es encontrar, para cada par de nodos x e y, el conjunto
de nodos ®,(y) tal que I(z | ®,(y) | y).

Considerando la proposicién 2.10, cuando hay un ciclo simple activo entre z e y, los padres
de x en el ciclo separan a = de y, esto es [(a | Padres,(y) | y). Ademds, por el corolario 2.2, si
existe un ciclo simple entre x e y, entonces €,(y) es no vacio. Luego, es suficiente con eliminar
del conjunto £,(y) aquellos nodos que no son padres de z. Esto es, nodos que aiin estando en
el conjunto 2,(y), forman parte de un ciclo simple con z. Estos nodos, por corolario 2.2, son
aquellos w para los que el conjunto Q,(w) es no vacio. La siguiente expresiéon nos permite

obtener el conjunto separador ®,(y):

B.(y) = Qu(y)\ {w € Qu(y) tales que Q,(w) # 0.
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Proposicién 2.13 Sea G* un grafo simple, y sean &,y dos nodos en G*, con ®,(y) no vacio.

FEntonces se satisface que I{z | ®,(y) | y).

Demostracién.

Directa, considerando la proposicién 2.10 y el corolario 2.2. a

Con este proceso, podemos detectar cudndo entre @ e y existe un ciclo simple y por tanto
podemos eliminar el nodo y de ¥,. Si nuestro propédsito es calcular el conjunto de vecinos
directos de un nodo z, no es necesario refinar el conjunto ,(.) al conjunto ®,(.). Siguiendo la
proposicion 2.12, consideramos como nodos adyacentes a z, aquéllos con un ,(y) vacio. Por
tanto, es suficiente con calcular para cada y € ¥, el conjunto ©,(y) y eliminar del conjunto
de vecinos (¥,) el nodo y cuando Q,(y) # 0.

El siguiente algoritmo permite recuperar un modelo representable a través de un grafo

simple utilizando Unicamente test de independencia de orden cero o uno.

Algoritmo 2.3

1. Para cada z en G*

(a) Calcular A,.
(b) Calcular V.

(c) Para cada y en V.

i. Calcular K,(y).
Si Kp(y)=0ira lec
ii. Calcular Q% (y).
St Qi (y) =0 ir a lc.
iii. Calcular Q,(y).
Si Qu(y) # 0 eliminar y de V.
(d) Para cada par de nodos y,z en V... Si se satisface I(y | 0| z), orientar los nodos

Y,z como padres de x.
2. Fusionar todos los V., para obtener G*.

3. Direccionar los arcos restantes, siempre que no generen arcos cabeza a cabeza.
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Veamos que el algoritmo recupera un grafo simple Isomorfo al original.

Teorema 2.5 Sea (7 un grafo simple y sea L el conjunto de relaciones de independencia
de orden cero y uno en G. Sea G% el grafo que se obtiene como salida del Algoritmo 2.3.

Entonces, G7 y G% son isomorfos.

Demostracién.

Para demostrarlo, en base al teorema 2.4, basta con ver que G tiene la misma estructura
y las mismas conexiones cabeza a cabeza que G75. Sean z,y dos nodos en (5. Para ver
que G% tiene la misma estructura demostraremos que, para cada nodo z en (3, se van a
obtener el mismo conjunto de vecinos que en G7. La proposicién 2.11 dice que si entre
e y no existen independencias de orden cero o uno en GG, entonces y € ¥, para GG5. Por
la proposicién 2.9, sabemos que entonces, en G757, o bien hay un arco directo entre z e y,
o bien existe un ciclo simple activo (al menos dos caminos H H(x,y)). La proposicién
2.12 dice que si entre z e y hay un arco directo en G7, tenemos un Q,(y) vacio, luego
el enlace z — y no se elimina en G%. En el caso de existir mas de un camino H H(z,y)
en (5, tenemos que §,(y) es no vacio, ademas por la proposicién 2.5, no puede existir
ningin otro tipo de camino simple entre z e y. Por lo tanto, no puede existir una
conexion directa entre x e y, por lo que podemos eliminar la conexién & — y en GG5. Por
tanto, si al final del algoritmo y € ¥, para G35, es porque existe una conexién directa
en G7.

Veamos ahora que mantiene las mismas conexiones cabeza a cabeza. De nuevo veremos
que cuando, para un nodo &, existen arcos cabeza a cabeza en G7 el algoritmo los detecta
y los direcciona en G5. Por ser G7 un grafo simple, dos nodos que tienen un hijo directo
comin son marginalmente independientes. El algoritmo direcciona un nodo como padre
de z, en el paso 1d, al testear para cada nodo z si existe algiin par de nodos, conectados
con x y para los que se tiene una independencia marginal. Por tanto, podemos concluir

que obtenemos el mismo esqueleto y las mismas conexiones cabeza a cabeza. O

El teorema anterior nos permite asegurar que recuperamos un grafo isomorfo al original,

veamos que ésto lo hace de forma eficiente. En este sentido, podemos destacar que:

* El proceso de recuperacién se puede realizar de una forma local, independiente para
cada variable del modelo. La localidad del algoritmo hay que entenderla como que
la construccion del conjunto de vecinos para un nodo no afecta a la construccién del

conjunto de vecinos del resto.
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x El algoritmo necesita un niimero polinomial de tests de independencia, O(n?).

* El algoritmo sélo requiere tests de independencia marginal e independencia condicional
entre variables, no conjuntos de ellas, por lo que el coste de realizar los tests es polinomial

en el nimero de variables.

* Una vez realizados los tests, el numero de pasos del algoritmo, es de orden polinomial,

O(n*).

Para finalizar la seccién, podemos obtener el siguiente resultado teérico, en el que se in-

cluye una nueva condicién de isomorfia entre dos grafos simples.

Teorema 2.6 Sean G75,G%5 dos grafos simples. Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. GY y G35 son Isomorfos.
2. G7 y G5 tienen el mismo esqueleto y las mismas conexiones cabeza a cabeza.

3. G7 y G5 tienen las mismas relaciones de independencia de orden cero y uno.

Demostracién.

2 = 1): La podemos encontrar en [77].

1 = 3): Es trivial, basta aplicar el hecho de que si son Isomorfos tienen las mismas
relaciones de independencia, y por tanto tienen las mismas relaciones de independencia

de orden cero y uno.

3 = 2): Si tienen la mismas relaciones de independencia de orden cero y uno, para cada
nodo z en G y G5, se obtiene el mismo conjunto de vecinos al aplicar el algoritmo
anterior y por el mismo motivo vamos a obtener los mismos arcos cabeza a cabeza. Por
tanto, por el teorema anterior, obtenemos como salida un grafo simple que es Isomorfo
a G v a G%, es decir va a tener el mismo esqueleto y las mismas conexiones cabeza a

cabeza. O

Con este teorema nos aseguramos que para detectar el isomorfismo en grafos simples,

basta con chequear la lista de independencias marginales y condicionales de orden uno. Este
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proceso se puede hacer en tiempo polinomial O(n?). Puede ocurrir que dado un Modelo de
Dependencias cualquiera (simple o no), considerando las relaciones de independencia de orden
cero y uno, éste se pueda representar a través de un grafo simple. En este caso diremos que
el modelo tiene una representacion simple. En la siguiente seccién veremos que un modelo
tiene una representaciéon simple cuando existe un grafo simple con las mismas relaciones de
independencia de orden cero y uno que el modelo. Es obvio que todo grafo simple tiene una

representacion simple.

2.3.3 Modelos de Dependencias Isomorfos a GDA: Aprendizaje de Grafos

Simples.

Siempre que se utilize el algoritmo de la secciéon anterior para aprender estructuras causales
simples, tenemos que suponer que el modelo de dependencias satisface el siguiente conjunto

de restricciones:

1. El conjunto de variables es causalmente suficiente. Es decir, todas las variables relevantes

en el modelo pueden ser observadas.

2. Cuando utilizemos un conjunto de datos empiricos como entrada para los tests de inde-

pendencia, los sucesos tienen las mismas relaciones causales entre variables.

3. Los tests estadisticos, necesarios para determinar las relaciones de independencia, son

correctos con esta poblacion.

4. El modelo se puede representar por (es Isomorfo a) un grafo simple.

Las tres primeras restricciones son usuales cuando utilizamos algoritmos de aprendizaje
[152], la dltima es la restriccién que imponemos debido al tipo de modelo que queremos
representar. Si el modelo que queremos aprender es representable a través de un grafo simple,
el algoritmo es capaz de recuperar un grafo que representa el modelo de forma eficiente. Los
tests de independencia necesarios, podran obtenerse a partir de una base de ejemplos o en
base a consultas a un experto. En cualquier caso, se evitan dos de los principales problemas
que se plantean en algoritmos de aprendizaje: la necesidad de hacer un gran nimero de tests
de independencia, y, cuando trabajamos con conjuntos de datos, el coste exponencial que

requiere el calculo de los mismos.

En esta seccién, nos planteamos el siguiente problema: ;Qué ocurre cuando partimos de

un modelo de dependencias del que desconocemos si es simple o no?. Una posible solucién
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es forzar al algoritmo para que devuelva un cédigo de error, siempre que el modelo no sea
representable por un grafo simple. En este caso (consideramos modelos isomorfos a un GDA,

pero no isomorfos a un grafo simple) existen dos alternativas que deben ser chequeadas:

A. La salida del algoritmo no es un grafo simple.

B. La salida del algoritmo es un grafo simple, pero el modelo no se puede representar por

un grafo simple.

El algoritmo siguiente chequea la alternativa A en los pasos 3 y 4, y la alternativa B en el

paso 5.

Algoritmo 2.4

1. Para cada z en U

(a) Calcular A,.
(b) Calcular V.
(c) Para cada y en V.

i. Calcular K,(y).
Si Kp(y)=0ira lec
ii. Calcular Q(y).
S (y) =0 ir a lc.
iii. Calcular Q,(y).
Si Qu(y) # 0 eliminar y de V.
(d) Para cada par de nodos y,z en V... Si se satisface I(y | 0| z), orientar los nodos

Y,z como padres de x.
2. Fusionar todos los V., para obtener G.

3. Direccionar los arcos restantes, siempre que no generen arcos cabeza a cabeza. St la

orientacion no es posible, dar como salida un codigo de error.
4. Testear si el grafo salida es simple. ST no lo es, dar como salida un codigo de error.

5. Para cada Q,(y) # 0, si la relacion I(x | Q,(y) N Padres, | y) no se satisface, dar como

salida un codigo de error.
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Nos centraremos en considerar las distintas posibilidades.

A. La salida del algoritmo no es un grafo simple.

Si el modelo se puede representar por un grafo simple, entonces todas las conexiones
cabeza a cabeza se localizan en el paso 1d. Por tanto, si al orientar el resto de arcos
(paso 3), se genera una nueva conexién cabeza a cabeza, se impondria una relacién de
independencia marginal que no aparece en el modelo. Luego, en este caso, damos como
salida el codigo de error. Ademas, puede plantearse el caso en que es posible direccionar
el resto de arcos sin incluir nuevas conexiones cabeza a cabeza. Por tanto, debemos de
testear si el grafo resultante es simple. Esto es, no existe un camino simple conectando

x con x en el grafo salida G*; este proceso se realiza en el paso 4.

B. La salida del algoritmo es un grafo simple.

Supongamos que en el paso 4 el algoritmo no da como salida un cddigo de error. En
este caso, todos los nodos que son cabeza a cabeza han sido orientados correctamente
por el paso 1d. Consideremos cualquier ciclo no simple en el modelo y supongamos que
todas las conexiones directas del ciclo se encuentran como un arco en la estructura de
salida. En este caso, sabemos que el algoritmo no genera nodos cabeza a cabeza para
estas conexiones (paso 1d) y por tanto se obtiene un cédigo de error en el paso 4 del
algoritmo. Luego, cuando el modelo no es isomorfo a un grafo simple, se ha tenido que
eliminar alguna conexién directa (algin arco) en el ciclo no simple. Los arcos se eliminan
en los pasos la, 1b y 1(c)iii. En los dos primeros casos, la relacién de independencia
marginal o condicional entre variables es testeada, y, bajo la suposicién de que el modelo
es representable por un GDA, los arcos son eliminados de forma correcta. En el paso
1(c)iii, un arco se elimina por considerar que el modelo es isomorfo a un grafo simple,
suposicién que puede no ser cierta. En este caso, para eliminar un arco, tiene que existir
conjuntos Q(y), Qy(2) no vacios. Por tanto, antes de eliminar el arco, debemos testear
las relaciones I(z | ®,(y) | y), {(z | ®,(z) | y). Sila relaciones no son ciertas, podemos
dar como salida un cddigo de error. FEste proceso se podria realizar de forma local,
pero por realizar tests de independencia de orden alto, lo retrasamos hasta el final del

algoritmo.

Tras ejecutar el paso 4, podemos asegurar que el grafo que obtenemos es un grafo simple
G*, pero no que el modelo sea isomorfo a un grafo simple. En este caso, decimos que G* es una

representacién simple del modelo. Por ejemplo, en la Figura 2.18, G* es una representacion
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simple de M. Podemos ver como en el modelo, M, entre 4 v z¢ existe una conexion directa,
esto es, no existe un subconjunto de variables Z tales que I(x4 | Z | z6). Por tanto, el arco
Ty — x6 se ha eliminado de forma incorrecta. Un arco entre z e y se elimina cuando tenemos

Q:(y), Qy(2) no vacios, en el ejemplo 21,29 € Qp, (26) ¥ 1,22 € Qye(24).

NN @\ :

\/

Figura 2.18. Representacién simple de un grafo no simple.

Por ser el grafo simple, notamos por Padres,(y) al conjunto de nodos que son padres de
en los caminos H H(x,y). Por la proposicién 2.10, cuando el modelo es isomorfo a un grafo
simple, si tenemos un ciclo simple activo entre z e y, se satisface I(x | Padres,(y) | y), luego
si =I(z | Padres,(y) | y) el modelo no es representable por un grafo simple. En el ejemplo
(Figura 2.18) tendriamos que testear I(z4 | {21,232} | #¢). No se considera el nodo z3 por no

pertenecer a un camino simple entre zg y 4.

Con el razonamiento anterior, vemos que cuando el algoritmo da como salida un cédigo
de error, el modelo de dependencias no es simple. El objetivo que no planteamos ahora sera
el de demostrar que si el modelo de dependencias no es simple, entonces obtenemos como

salida un cédigo de error.

Proposicion 2.14 Sea M un modelo de dependencias representable a través de una estruc-
tura grafica. St el Modelo de dependencias no es simple, entonces el algoritmo da como salida

un codigo de error.

Demostracién.

Lo haremos por reduccién al absurdo. Para ello supondremos que tenemos como entrada
un modelo de dependencias M, representable por un GDA no simple, G, y que la salida
del algoritmo es un grafo simple, G*. Si M no se puede representar por un grafo simple,

entonces en G existe al menos un ciclo no simple. Sea z el inico nodo con arcos cabeza
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a cabeza en el ciclo no simple, con y padre de z en el ciclo. Sea z el otro nodo adyacente
a y en el ciclo (z puede ser padre o hijo de y). Como no se verifican relaciones de
independencia de orden cero o uno entre cualquier par tomado de estos tres nodos, no
se eliminan las aristas @ — y, * — z, ¥y — z en el paso la, ni el el paso 1b del algoritmo.
Sin embargo, por ser G* un grafo simple, las tres aristas no pueden encontrarse en G*.
Luego, al menos una de ellas es eliminada en el paso 1(c)iii. Esto es, existen Q,(5) y
Qs(a) no vacios, con a, f tomando valores en z,y, z. Consideremos a Padres, () como
el conjunto de variables en Q,(3) N Padres,. Es decir, variables que estan en Q,(8) y
que son adyacentes de a en G™. Entonces, alguna de las siguientes relaciones ha debido

ser testeada con resultado afirmativo.

1. I(z | Padres,(y) | y)m-
2. I(y | Padres,(2) | z)a.
3. I(z | Padres,(2) | 2)m-

Los dos primeros casos generan una contradiccién, pues tanto x e y como z e y son
nodos adyacentes en el modelo. En el tercer caso, para que sea cierta la relacion de
independencia es necesario que al menos un nodo en cada conexién simple entre z y x
pertenezcan a Padres,(z). Si el ciclo no simple esta formado por z,y, z (es un triangulo),
entonces z y z son adyacentes, y la relacién [(z | Padres,(z) | 2)m no se satisface. Si
el ciclo no es un tridngulo, entonces el nodo y junto con algin nodo t perteneciente al
otro camino simple que une z y x, deben pertenecer a Padres;(z), y por tanto también
pertenecen a .(z). Pero en ese caso tendriamos que I(y | 0 | ¢), lo cual es imposible
puesto que al ser z el dnico nodo cabeza a cabeza del ciclo, existe un camino simple que

une y y t. a

Luego, cuando el modelo no es simple, tenemos como salida un cédigo de error. En
este algoritmo existen dos pasos que, computacionalmente, pueden ser costosos. El primero,
testear si el grafo es simple y el segundo, el realizar los tests de independencia de orden alto.
Por un lado, nos centraremos en estudiar cémo podemos evitar el primer caso (paso 4), y por
otro, en estudiar las propiedades de independencia que tiene el grafo simple que se obtiene a
partir de un modelo isomorfo a un GDA no simple. Esto es, estudiaremos las propiedades de

independencia para una representacion simple de un modelo de dependencias.

Fl siguiente algoritmo nos permite conseguir el primer objetivo (evitar el paso 4).

Algoritmo 2.5
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1. Para cada z en U

(a) Calcular A,.
(b) Calcular V.

(c) Para cada y en V.

i. Calcular K,(y).
Si Ky(y)=10ira lc
ii. Calcular Q% (y).
St Qi (y) =0 ir a lc.
iii. Calcular Q,(y).
Si Qu(y) # 0 eliminar y de V.

(d) Para cada par de nodos y,z en V... Si se satisface I(y | 0| z), orientar los nodos

Y,z como padres de x.
2. Fusionar todos los V., para obtener G.

3. Para cada terna de nodos x,y,z en G, tal que ¥ — y — z estd en G, testear si I(x | 0]

z). En caso de ser falso, dar como salida un codigo de error.

4. Considerar cada terna x,y,z en G, tal que v — y — z estd en G. Si la terna no estd
orientada como ¥ — y «— z ni como x — y — z, entonces testear [(z | y | z). Sila

relacion es falsa, devolver un codigo de error.

5. Direccionar los arcos restantes, siempre que no generen arcos cabeza a cabeza. Si la

orientacion no es posible, dar como salida un codigo de error.

6. Para cada Q,(y) # 0, si la relacion I(x | Q,(y) N Padres, | y) no se satisface, dar como

salida un codigo de error.

Tendremos que demostrar que cuando llegamos al paso 6 del Algoritmo 2.5 (sin que se
obtenga un cédigo de error), entonces el grafo GG es simple. Los siguientes lemas y proposi-
ciones nos permiten demostrar esta propiedad. Ademas, veremos qué propiedades de inde-
pendencia tiene el grafo que se obtiene tras ejecutar los primeros cinco pasos del algoritmo

(proposiciones 2.15 y 2.16).

Los siguientes resultados son necesarios para demostrar la proposicién 2.15. Partimos
de un modelo de dependencias isomorfo a un grafo aciclico no dirigido, y suponemos que,
tras ejecutar el paso 5 del algoritmo, no obtenemos como salida un cédigo de error. En los

siguientes lemas, hablamos de caminos cuando hacemos referencia a la estructura dada como
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salida por el algoritmo, Gy hablamos de conexiones cuando hacemos referencia al GDA que

representa el modelo, M.

Definicién 2.8 (Longitud de un Camino.) Sea G un GDA, y sean x,y dos nodos en G
para los que existe al menos un camino HT(x,y) o TH(x,y). Se define la longitud del camino

como el numero mdzimo de arcos en los caminos TH(.,.) o HT'(.,.) entre x € y.

Lema 2.1 Sea M un modelo de dependencias representable por un GDA y sea G el grafo que
se obtiene al aplicar los primeros § pasos del algoritmo. Sean x,y variables del modelo, con
=I(x | 0| y)a. Sientre x e y no existen independencias de orden cero ni uno, y el enlace
x —y & G, entonces se satisface que existe al menos una conexion simple HH(z,y) en el

modelo.

Demostracién.

Por no existir relaciones de independencia de orden cero ni uno, tenemos que si t—y ¢ G,
entonces, el enlace z—y es eliminado de la estructura en el paso 1(c)iii, y por tanto existen
Q:(y) v Qy(z) no vacios. Supongamos que entre z e y no existen conexiones simples
HH(z,y), y llegaremos a una contradiccién. Consideremos que todas las conexiones

simples entre x e y son del tipo TH(z,y) (el caso HT(z,y) es andlogo).

Para cada nodo w; € () existe al menos un nodo w; tal que, para el par de nodos
w;, w; € Qy(r) existe al menos una conexién simple que los une con y. Ademds se
satisface que I(w; | 0 | w;) y =I(w; | | w;). Luego tenemos que para estos nodos
existe, al menos, una conexién simple que los une con x, y al menos una conexion
simple que los une con y, donde ademas, por ser w; y w; marginalmente independientes,

tenemos que estas conexiones son cabeza en z y en .

Si todas las conexiones simples entre w; y w; con y pasan por x, y por no existir
conexiones H H(z,y), tenemos que se satisface I(w; | 2 | y) y por tanto w;, w; & ¥, (z),
esto es w;, w; ¢ ;(x). Por tanto, para w; o para w;, debe de existir alguna conexién
simple que lo una con y, no pasando por xz. Supongamos que esta conexién simple es
*(w;,y). Ademads, tenemos que ¢*(w;,y) debe ser cabeza en y. Si no lo fuese existiria
una conexion simple entre w; y w;, pasando por y, y por tanto, por el criterio de d-
separacién y la condicién de isomorfia, tenemos que —I(w; | § | w;), llegando a una

contradiccion.

Supongamos que w; € ,(z) y consideremos la conexién que se obtiene al enlazar las

conexiones simples r*(z,w;) y ¢*(w;,y). Si, para estas conexiones, w; no es un nodo
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cabeza a cabeza, hemos encontrado en el modelo una conexién H H(z,y), pasando por
w;. Luego, supongamos que w; es un nodo cabeza a cabeza para estas conexiones, esto es,
las conexiones simples (al menos existen dos) entre w; e y son H H(w;,y). Consideremos
entonces como deben ser los enlaces entre w; e y. En este caso, tenemos que si los todos
los caminos simples entre w; e y pasan por z, tenemos que I(w; | = | y) y por tanto,
w; & W, esto es, w; € Q7(z). Por tanto tiene que existir alguna otra conexién simple
entre w; e y que no pase por . De nuevo, esta conexion debe de ser cabeza en y. 5i w;
no es un nodo cabeza a cabeza para las conexiones que lo unen con z e y, tenemos que
existe un camino H H(z,y) y hemos encontrado el camino que buscamos. Por tanto,

supongamos que w; es también un nodo cabeza a cabeza para estas conexiones.

En este momento, nos encontramos en un caso similar al Caso I estudiado para grafos
simples (ver Figura 2.14). Haremos el razonamiento para w;. Sea « un padre de z
en la conexién simple r*(z,w;). Para este o tenemos que se cumple que o € ¥,
a € Ay,, donde ademds ~I(a |0 | y), vy ~I(a |2 | w;). SiI(a|a|y) llegamos a una
contradiccién, ya que w; se elimina de €2, (z) al refinar (), luego tenemos que se debe
de cumplir que =I(a | @ | y) v por tanto, tenemos que o bien 2 es cabeza a cabeza (o
descendiente de todos los nodos cabeza a cabeza) en un camino simple con y, con lo
que llegamos a una contradiccién con el hecho de que todos los caminos entre z e y son
TH(z,y) o bien existe un camino simple, s*, entre a e y que no pasa por z. En este
caso, tenemos que s* pertenece a una conexién simple de w; con y, y por tanto debe de
ser cabeza en y. Ademds, tenemos que al unir la conexién s*(a,y) con el enlace a — z

tenemos la conexién H H(x,y) que buscabamos. O

Lema 2.2 Sea M un modelo de dependencias representable por un GDA y sea G la estructura

que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5. Sean oy y ag dos variables en M, tal que no

existen independencias de orden cero ni uno entre ellas en el modelo, donde ademds, existe

una conexion TH(ay,a3) o HT(aq,az). Entonces, si ap — ag € G podemos encontrar al

menos un camino en G cuyos nodos pertenecen a una conexion simple H H(ay,a3) en el

modelo.

Demostracién.

La haremos de forma constructiva para H7T (a1, a3), esto es, encontraremos un conjunto

de nodos fy, 81, ..., 8, que forman un camino en G, y que pertenecen a una conexién
HH(ay,az)en M.

Por el lema 2.1 tenemos que entre oy y a3 existe al menos una conexion H H(aq, az).

Sea 3y el nodo cola a cola en una conexién H H(aq, @) con maxima longitud para
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las conexiones HT'(ay,[0) que no pasan por ag. Entonces, entre a; vy fp existen dos
conexiones simples HT'(aq, 39) v por tanto, no existen independencias de orden cero ni

uno entre ellas.

Supongamos que el enlace ay — By € . En este caso, tenemos que el enlace entre ay y
Bo ha sido eliminado en el paso 1(c)iii. Por el lema 2.1, tenemos que existe al menos una
conexion H H(aq, fp) en M. Sea 3’ el nodo cola a cola en esta conexién. Entonces existe
una conexién H H(ay,az) que pasa por ', donde, entre 3 y aj, podemos encontrar
una conexion con longitud mayor que la conexién entre By y ay, con lo que llegamos a
una contradicciéon con el hecho de que g es el nodo con longitud mayor. Por tanto el

enlace oy — By debe pertenecer a G.
Pasamos a buscar los enlaces que forman el camino (en () que une el nodo 3y con as.

Tenemos que entre Gy y «g existen conexiones simples T'H (g, az): Sea (1 el nodo
con longitud menor con ay en estas conexiones, de forma que entre 8y y 31 no existen
independencias de orden cero ni uno (casos extremos: 1 es un adyacente a [y en estas
conexiones, el caso opuesto se presenta cuando la longitud del camino es cero, esto es,
f1 es el nodo az) y por tanto el enlace By — 81 no se eliminé en los pasos prévios a lc.
Supongamos que el enlace By — 31 € GG. En este caso, y por el lema 2.1, tenemos que
existe al menos una conexién H H((p, 1) en el modelo. Llamemos ' al nodo cola a
cola en esta conexién. En este caso, obtenemos que entre a; y 3’ existe al menos dos
conexiones HT'(aq, 3'), una de ellas pasando por as, esto es existe un enlace H H(ay, az)
que pasa por (', donde entre ay y 3’ existe una conexién de longitud mayor que entre
a1y Po, llegando a una contradicciéon con el hecho de que 3y pertenece a una conexién

HT(a1, o) de longitud maxima con ay.

Luego tenemos que el enlace oy — By — 31 estd en (. Si 1 = ay hemos encontrado
la conexién que buscidbamos, en caso contrario debemos de seguir avanzando en la
bisqueda del camino. Este proceso, que llamaremos de seleccién, se repite hasta que se
encuentre el camino en G entre a; y ay. Para ello, notaremos por 3;,¢ = 0,1,...a la
secuencia de nodos que iremos seleccionando. En el proceso, en el paso i-ésimo selec-
cionamos el nodo 3; en el camino, con ¢ > 2, donde Sy y 1 son los nodos seleccionados

anteriormente.

Partimos de que entre ;1 y ay existe al menos una conexién T H(8;-1,az). El si-
guiente nodo a considerar serd aquel nodo 3; perteneciente a alguna de las conexiones
TH(fBi—1,02), con menor longitud con ay y para el que no existen relaciones de inde-
pendencia de orden cero ni uno con ;1 (los casos extremos son aquellos en los que j; es
adyacente a §;_1 en estas conexiones, o bien f; es el nodo a3). Si f;—1 —3; € G, se repite

el proceso de seleccién para g;, hasta encontrar el camino ay —fGg—F1—...— 03, —...—as.
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Supongamos que [3;_1 — 3; € (G. En este caso, tenemos que entre 5;_1 v [; existe una
conexion T H(f;-1,5;) v no existen relaciones de independecia de orden cero ni uno.
Por el lema 2.1 tenemos que debe de existir una conexién H H(§;-1, ;). Luego, entre
Bi—2 v Bi existe una conexién T H(3;—2, B;), donde ademds no existen relaciones de inde-
pendencia de orden cero ni uno entre 3;_5 y 3;, llegando a una contradiccién, ya que 3;
tiene una longitud de camino, con ag, menor que J;_1, y deberia haberse seleccionado

en el paso anterior como el nodo candidato a ser adyacente a 3;_s.

El proceso se repite hasta que se alcanza as. Por tanto, y mediante este proceso, hemos
encontrado en G un camino entre ay y ay donde los nodos en el camino pertenecen a

una conexiéon simple (H H(aq,az)) en M. O

Lema 2.3 Sea M un modelo de dependencias representable por un GDA. Sean x,y dos va-

riables en M. Si =I(xz | 0 | y)m entonces podemos encontrar en G un camino cuyos nodos

pertenecen a una conexion simple entre x e y en M.

Demostracién.

Por =I(2 | 0 | y)ar, sabemos que existe al menos una conexién simple entre z e y en el
modelo. Sea ¢j;(z,y) una de ellas. La demostracién consistird en ir seleccionando en
cada paso ¢, un nodo en la conexién, de forma que obtengamos un camino en G que

pertenezca a una conexién simple entre z e y en el modelo.

Estudiemos las distintas posibilidades para la conexién c}; en el modelo.

1. Supongamos que ¢}, € HT(z,y):

En este caso, sea a; el nodo mds cercano a y en cj; de forma que no existan
relaciones de independencia de orden cero ni uno con z (los casos extremos son
el padre de z en ¢j; y el propio y). Ademds, supongamos que «; es distinto de
y. Si el enlace 2 — a; € G, entonces sea 3 el padre de a; en ¢j;. Tenemos que
el par de nodos =z, «; satisfacen las hipétesis del lema 2.1 y por tanto existe una
conexion H H(z,a;). Por tanto, es facil ver que entre # y [ no existen relaciones
de independencia de orden cero ni uno, donde ademds § es mas cercano a y para
esta conexién que «;, por tanto llegamos a una contradiccién con el hecho de que
a; es el nodo mas cercano a y para el que no existen relaciones de independencia

de orden cero ni uno con z. Luego el enlace x — «; debe pertenecer a G.
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Ademas, tenemos que existe una conexiéon HT(a;,y) en el modelo, y por tanto
podemos repetir el proceso de seleccionar el siguiente nodo a;4; hasta encontrar

que el nodo a;,(j > i) que seleccionamos es el nodo y.

Consideremos que el nodo y se selecciona en un paso j-ésimo cualquiera. Fn este
caso, si aj_1 —y € G, entonces hemos encontrado el camino en & que pertenece a
una conexién simple H7T(z,y) en el modelo (éstees 2 —ag —ay — ... —a;_1 — y).
Siaj1 —y ¢ G, tenemos que para el par a;_q, y se satisfacen las condiciones del
lema 2.2 y por tanto podemos obtener un camino en G' (aj_1 — o — ... fBp—1 — ¥)
donde todos los nodos en el camino pertenecen a una conexién simple H H(a;_1,y)
en el modelo y por tanto el camino que se obtiene al unir los caminos z —aq —...—
a;_1— o —...—y pertenece a una conexién simple, una conexiéon H H(z,y), en el

modelo.

2. Supongamos que ¢y, € TH(z,y)
En este caso, podemos considerar la conexion HT(y,z) y realizar el razonamiento

anterior.

3. Supongamos que ¢y, € HH(z,y)
Sea z el nodo que es cola a cola en ¢j;. Para este nodo, tenemos que existen cone-
xiones HT'(z,z)y TH(z,y)en el modelo. Sean ¢ (z,2)y ¢y, 2) los caminos que
se obtienen al aplicar el razonamiento anterior para estas conexiones. Supongamos
que ¢&y es un camino cuyos nodos pertenecen a una conexién H7T(z,z) (andlogo
para cf,) el camino que se obtiene al unir ¢ y ¢fy es un camino que representa
una conexién simple entre = e y en el modelo. El problema se puede plantear
cuando tanto ¢y como ¢}, pertenezca a conexiones H H(.,.) en el modelo. En
este caso, y por la forma que se construyen los caminos en el lema 2.2, tenemos
que podemos encontrar un nodo § en ¢& (aquel nodo Gy que es cola a cola en una
conexion H H(.,.)), para el que existen conexiones simples HT'(z,3) v TH(f,z)
en el modelo. Por tanto, tenemos que en el modelo existen conexiones simples
HT(z,8)y TH(S,y), donde ademds en (G tenemos un camino entre z y 3 cuyos
nodos pertenecen a una conexién simple H7T'(z, 3). Por tanto, y siguiendo el razon-
amiento anterior, podemos encontrar en GG un camino entre 3 e y que representa
a una conexion simple en el modelo. Al enlazar los caminos entre = e y que pasan
por [ obtenidos, tenemos un camino en G que representa a una conexion simple

entre z e ¥ en el modelo.
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Lema 2.4 Sea M un modelo de Dependencias representable por un GDA, y sean aq, ..., o,
variables en el modelo tales que =1 (o | O | ajpo)ar y (e | aigr | @ig2)nr, coni=1,...,n—2.
Entonces existe una conexion simple en el modelo entre ay y a., que pasa por as, ..., Q,_1.
Demostracién.

Tenemos que —I(a; | O | a;y2)m, v por la isomorfia con un GDA, podemos aplicar el
criterio de d-separacién. Luego tenemos que existe al menos una conexién simple entre
a; ¥ aiy2 v por I(ay | ajp1 | @ip2)ar junto con el criterio de d-separacién, tenemos que
toda conexién simple entre a; ¥ ayy2 pasa por a;4q. Como esta relacién es cierta para
todo 7, con 7 = 1,...,n — 2 tenemos que oy y «a, estan conectados en el modelo por
una conexion (simple o no simple), con los nodos a;, ¢ = 1,...,n perteneciendo a esta
conexién. Supongamos que esta conexién es no simple en el modelo. FEntonces existe un

a; que es cabeza a cabeza en las conexiones, llegando a una contradiccién con el hecho

de que (o | a1 | iv2) s a

Lema 2.5 Sea M un modelo de Dependencias representable por un GDA, y sea G el grafo

que se obtiene al realizar los pasos 1, ..., 5 del algoritmo. Sean ay, oy, as una terna de nodos

en G que aparecen orientados como oy «— a9 — az. FEntonces, si ay es un nodo cabeza a

cabeza en alguna conexion entre ay y as en el modelo, el algoritmo da como salida un cédigo

de error.

Demostracién.

Lo haremos por reduccién al absurdo, esto es supondremos que as es un nodo cabeza
a cabeza en una conexion entre oy y as en el modelo, y el algoritmo no proporciona un
cédigo de error como salida. Por existir en G' los enlaces entre ay y as y entre ay y as,

sabemos que existen conexiones simples en el modelo entre ay y as y entre as y as.

Sila orientacién oy < a9 — as se obtiene al realizar el paso 5 tenemos que el algoritmo
testea la relacién de independencia I(a; | ay | as)ar en el paso 4 del algoritmo. Por
tanto, por ser as un nodo cabeza a cabeza tenemos que la relacién de independencia

anterior no es cierta, con lo que obtenemos como salida del algoritmo un cédigo de error.

Por tanto, la tdnica posibilidad que tenemos es que la terna haya sido orientada en el
paso 1d. En este caso, por existir el enlace ay — ay (andlogo para el enlace ay — as),
existen conexiones simples entre ay y as en el modelo. Ademds, como la orientacion

de este arco se ha realizado en el paso 1d, el algoritmo ha detectado una relaciéon de
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independencia marginal. Por tanto, tiene que existir un nodo «’, conectado con ay
(entre o y ay existen conexiones simples en el modelo) tal que I(a’ | 0 | a2)ar, luego no
existen conexiones simples entre o’ y ay en el modelo. En este caso, tenemos conexiones
simples entre o y a1 y conexiones simples entre ay y ay, y por tanto aq ha de ser un

nodo cabeza a cabeza en estas conexiones.

Ademds, si por hipdtesis ay es un nodo cabeza a cabeza en alguna conexién entre ay y
as, tenemos que en el modelo existe una conexién ¢, € H H(aq,a3). Consideremos 3
el nodo mds cercano a ay en la conexién ¢j; para el que no existen independencias de
orden cero ni uno con aj, donde ademas existe una conexiéon HT'(aq,3) en el modelo
(los casos extremos seran el padre de a; en la conexién y el nodo cola a cola en la
conexion H H(aq,az2)). Si ag — f € G, este es el nodo que buscamos. Supongamos
que ay — 3 € G, entonces podemos aplicar el lema 2.2 y por tanto podemos encontrar
en GG un nodo §* conectado a ay (8* — a3 € () perteneciente a una conexién simple
HH(aq,p), donde la conexién es HT'(aq, /*). Veamos que 3* pertenece a una conexion

simple H H(aq,az) en el modelo.

Lo haremos por reduccién al absurdo. Sabemos que 3* € H H(aq, ). Si la
conexion de §* con ag no es TH(G*, az), tenemos que en el el modelo existe
una conexiéon simple H H(f,a3) v en este caso 3 no es el nodo mas cercano a
a para el que se satisface que no existen relaciones de independencia de orden
cero ni uno con ay, y que sea cola en una conexién H71(aq,3), el padre de 3 en
la conexién H H(f3,ay) satisface estas premisas, llegando a una contradiccion.
Por tanto podemos encontrar una conexién simple en el modelo que pasa por

5%, siendo éste el nodo que buscamos.

Por tanto, para (o para §* en su caso) tenemos que existe una conexién simple con

ag en el modelo. Veamos las distintas orientaciones para el enlace ay — 3 en G.

Supongamos que el enlace se orienta como ay < 3 en el paso 1d. Por tanto tenemos en
G la terna gy — ay — 3,y por tanto al testear en el paso 3 si I(ay | 0| §)ar tenemos
que el algoritmo dara como salida un cédigo de error (entre ay y  existe una conexién
simple en el modelo), en contra de la hipotesis. Luego las posibilidades que quedan es
que el arco @y — @ no se hubiese orientado en el paso 1d, o que la orientacién fuese
a; — (. En cualquier caso, tenemos que al testear (paso 4) si I(ag | a1 | 5) de nuevo
obtenemos como salida un cédigo de error (existe una conexién simple entre ay y 3 que
no pasa por ay). Luego, si ay fuese un nodo cabeza a cabeza para algunas conexiones
entre ay v as en el modelo, tenemos que no se obtendria la orientaciéon oy «— as — as

en el grafo G. O
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Lema 2.6 Sea M un modelo de dependencias representable a través de un GDA, simple o
no. Sea G el grafo que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del Algoritmo 2.5. Sean a,, a,
dos nodos en G' para los que existe un camino HT (o, o) 0 TH (0, o) en G. Entonces, en

el modelo existe una conexion simple entre o, y oy, que pasa por los nodos en el camino.

Demostracién.

Supongamos que el camino simple es HT' (o, o), y sea o = @y —g—. . .— Qg — 0y =
ay la secuencia de nodos en el camino en (. Es este caso, tenemos que por no ser a; un
nodo cabeza a cabeza en el camino, tenemos que = I(c; | 0 | @ip2)nr, ¥Vi=1,...,n—2 (si
la relacién de independencia fuese cierta, el algoritmo orientaria a a; como nodo cabeza
a cabeza en esta conexion en el paso 1d). Ademds, tenemos que en el paso 4, el algoritmo
testea que (o | 41 | g2, Yi=1,...,n — 2 y por tanto, podemos aplicar el lema
2.4, obteniendo que existe una conexion simple entre a, y a, en el modelo que pasa por

a;,cont=2,....,n—1. a

Considerados estos lemas, nos centraremos en estudiar qué propiedades (en términos de
relaciones de independencia) tiene el grafo que se obtiene tras ejecutar los primeros 5 pasos del
algoritmo cuando la salida no es un cédigo de error. Sea G el grafo obtenido. La proposicién
2.15 nos permite decir que G tiene las mismas relaciones de independencia de orden cero que

el modelo. En este caso diremos que el modelo es 0-Isomorfo a un grafo simple.

Proposicion 2.15 Sea M un modelo de dependencias representable a través de un GDA,
simple o no. Entonces, el grafo G, que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del Algoritmo

2.5, tiene las mismas relaciones de independencia de orden cero que el modelo, esto es

Iz |0 |ymwe<z|d|y>a

Demostracién.

A lo largo de la demostracién hablaremos de caminos cuando hagamos referencia al grafo
GGy hablaremos de conexiones cuando hagamos referencia a la representacién grafica
del modelo M.

)Si<a|0|y>e=I(z]|0]y)m-
Demostraremos la expresién equivalente =1(z |0 | y)y = - < 2| 0|y >c.
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Supongamos que el algoritmo, tras ejecutar el paso 5, no da como salida un cédigo
de error, como era nuestra premisa. Entonces por —I(x | 0 or el lema 2.3

) M ’
tenemos que podemos encontrar en (G un camino, cg(2,y), cuyos nodos pertenecen a
una conexion simple entre z e y en el modelo. Por tanto, nos queda que demostrar
que este camino es simple en . Para ello, veamos ahora que al orientar el camino no

dirigido ¢ se obtiene un camino simple en (.

Sean aj,as vy as tres nodos consecutivos en este camino. Por la forma en que se ha
construido ¢g, sabemos que existe una conexién simple entre «y y a3 que pasa por as
en el modelo. Supongamos que a; se orienta como un nodo cabeza a cabeza en GG por
el algoritmo (esta orientacién sélo es posible hacerla en el paso 1d). En el paso 3 del
algoritmo se testea si I(ay | 0 | as)ar, pero por existir una conexién simple entre
y as en el modelo (la que pasa por az), junto con el criterio de d-separacién tenemos
que =I((ay | 0| a3)ar, con lo que el algoritmo darfa como salida un cédigo de error, en

contra de la hipotesis de que no se obtenfa un cddigo de error.
=)SiI(z |0y =<z|0]y>q.

Esta demostracién la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que se satisface
la independencia en el modelo I(z | @ | y)as, pero no se da en el grafo, = < 2 |0 |y >q.
Por ser marginalmente independientes en el modelo, y € A, y ¢ Ay, luego x — y no es
parte del grafo. Ademds, por no darse la independencia en el grafo, tiene que existir al

M M ko
menos un camino simple ¢, = {z — 23 —2o— ... — 2, — y}.

Veamos los distintos caminos que se pueden presentar:

e € HT(z,y) 0 c; € TH(z,y):
En este caso podemos aplicar el lema 2.6 y obtenemos que entre & e y existe una
conexién simple en el modelo que pasa por xy,...,2,, y por tanto ~I(z | 0 | y)am
llegando a una contradiccion.

2. ¢, e HH(z,y):
Sea z el nodo cola a cola en la conexién. En este caso, por el lema 2.6 tenemos
que, en el modelo, existen conexiones simples entre z y z y entre z e y. Ademas,
por I(x | O | y)m, tenemos que z debe ser un nodo cabeza a cabeza para estas
conexiones. Consideremos 2, z, los adyacentes a z en el camino simple que unen a
z con z e y respectivamente. Entonces la terna 2, < 2z — 2, satisface las hipotesis
del lema 2.5 y por tanto, si z es un nodo cabeza a cabeza para estas conexiones se
obtiene como salida un cddigo de error, en contradicciéon con la hipétesis de que la

salida es un grafo (.

Por tanto podemos concluir que si I(x |0 | y)ar siy solosi < a |0 ]y >q. 0
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Ademds de la propiedad de 0-Isomorfia, cuando no tenemos como salida del algoritmo un
cédigo de error, la proposiciéon 2.16 nos permite asegurar que en el grafo conservamos las
mismas relaciones de independencia de orden uno que en el modelo. Los siguientes lemas

serdn utilizados en la demostracién de la proposicién 2.16.

Lema 2.7 Sea M un modelo de dependencias representable por un GDA y sea G la estructura
que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del algoritmo. Entonces en GG no pueden existir

ciclos dirigidos.

Demostracién.

Supongamos que el algoritmo da como salida un ciclo dirigido y llegamos a una con-
tradiccién. Sea «; un nodo cualquiera en este ciclo, donde podemos encontrar un
camino HT(«a;,a;) en G, con ay,..., 01,0, 041, .., = o1 nodos en el ciclo. En-
tonces el algoritmo testea que —I(a; | O | ajp2)m v I(a; | oj41 | ajp2)m, con
j=1,...,n—1 (pasos 1d y 4 del del algoritmo, respectivamente). Luego por el lema
2.4 tenemos que existe en el modelo una conexién simple entre «; v a; que pasa por
los nodos @j41,...,Q49,...,0;-1. Por tanto, la tUnica posibilidad que queda es que
a; sea un nodo cabeza a cabeza en el modelo para esta conexién. Pero entonces ten-

emos que =/(a;—1 | a; | a;41)m, alcanzado la contradiccién, pues se ha testeado que

(a1 | a; | aiqr)nre a

Lema 2.8 Sea M un modelo de dependencias representable por un GDA y sea G la estructura
que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del algoritmo. Entonces todos los ciclos en G son

stmples.

Demostracién.

Por el lema 2.7 sabemos que en G no podemos encontrar ciclos dirigidos. Supongamos
que en G existe un ciclo con un dnico nodo cabeza a cabeza. Sea « este nodo, y sean
ay,ay los padres de « en el grafo. Por tanto, hemos testeado que I(ay | § | az)ar.
Ademas, en este ciclo podemos encontrar un nodo 3 que es cola a cola, existiendo al
menos dos caminos TH(3,a) en GG. Por tanto, y por el lema 2.6 tenemos que existen
conexiones simples en M entre § y a que pasan por los nodos en estos caminos. Por
ser estas conexiones simples, y por I(ay | @ | az)ar sabemos que no existen conexiones

simples entre aq y ag, entonces tenemos que 3 debe ser un nodo cabeza a cabeza en estas
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conexiones. Sean f,,, 3a, hijos de 5 en los caminos T H(f,a). En este caso podemos
aplicar el lema 2.5 sobre la terna 3,, < 3 — [3,,, obteniendo como salida del algoritmo

un cédigo de error. a

Lema 2.9 Sea M un modelo de dependencias isomorfo a un GDA. Sea G el grafo que se
obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del algoritmo. Sean a,,a, dos nodos en G' para los que
no existen relaciones de independencia de orden cero ni uno. Sea z un nodo en una conexion
simple entre a, y o, en el modelo. Entonces, si oy — oy € G, podemos encontrar en G un

camino, que no pase por z, representando a una conexion simple H H (o, o) en el modelo.

Demostracién.

Por no existir relaciones de independencia de orden cero ni uno entre a, y «,, tenemos
que si o, — ay € G deben existir Q,,(ay) ¥y Qa,(a;) no vacios. Consideremos (o ):
Tenemos que existen al menos dos variables 31 v J2 en el modelo, conectadas con a
en (i, y para las que se satisface I(fy | 0 | B2)m, —I(f1 | oy | B2)m. Por tanto,
deben de existir en el modelo conexiones simples de a, con 3; y 32, donde ademads estas
conexiones deben ser cabeza en «,. Por la 0-Isomorfia, tenemos que en & podemos
encontrar caminos simples conectando 3; y 32 con ay y, por el lema 2.3, los nodos en
estos caminos pertenecen a conexiones simples en el modelo. Si alguno de estos caminos

no pasa por z, hemos encontrado el camino que buscdbamos.

Supongamos que estos caminos pasan por z. Por tanto, podemos encontrar conexiones
simples en M de a, con 31 y 3 que pasan por z. Donde ademas, por ser I(81 | 0 | B2)m
y por la 0-Isomorfia tenemos que las conexiones simples de 31 y 3 con z, son cabeza

en z. Sea [, padre de z en una de estas conexiones simples TH (3., ay).

Ademis, por ser Q, (a,) no vacio, podemos encontrar en ¢ dos nodos /3, 3, con un
. . ! / ! /
enlace directo con a,, en (&, para los que se satisface que I(f] | 0 | 55) y =1(5] | a | f5).
Luego, con el mismo razonamiento, podemos encontrar en el modelo conexiones simples
de (1,45 con a, que pasen por z, donde ademéas z es un nodo cabeza a cabeza para
estas conexiones. Por tanto, considerando estas restricciones, tenemos que existe una

conexién simple entre a, y a,, que pasa por z, con z un nodo cola a cola en esta conexioén.

Consideremos el nodo .. Para este nodo, podemos ver que en el modelo, no existen
relaciones de independencia de orden cero ni uno con a,, por tanto si 8, — a, € G,
tenemos un camino entre a, y a, que no pasa por z, a, — ... — 3, — ay, donde los
nodos en este camino pertenecen a una conexiéon simple H H (o, ay) en el modelo, y

por tanto ningin nodo en este camino se orienta como cabeza a cabeza. Si 8, —a, € G,
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consideremos 3 el nodo més cercano a «, (en la conexién que une z con @, pasando
por [3.) para el que no existen relaciones de independencia de orden cero ni uno con a,,
donde ademds exista una conexién T H(3%,ay) en el modelo. Si % — a, € G, hemos
encontrado el camino que buscabamos (o, — ... — 8 — ay). Si 85 — o, ¢ G, entonces
por el lema 2.2, podemos encontrar en G un camino en G que representa a una conexién
HH(B;, o). Ademds, tenemos que si la conexiéon de 37 con ay fuese H H(oy, 57),
tenemos que el padre de 3} en esta conexién deberfa ser el nodo 3} escogido, por tanto
la conexion ha de ser HT(a,, 7). Luego podemos encontrar un camino en G que
no pasa por z, con los nodos en el camino en una conexiéon HH(a,,ay) (la conexién
HT (o, p%) © HH(BZ, ay)), y por tanto ninglin nodo en el camino se orienta como un

cabeza a cabeza, esto es, el camino es simple.

Luego, siempre podemos encontrar en G un camino que representa a una conexién

simple H H (o, o) que no pase por z. O

Pasaremos a considera la otra relacién de independencias entre variables que se satisface

al aplicar el algoritmo.

Proposicion 2.16 Sea M un modelo de dependencias representable a través de un GDA,
simple o no. Entonces, el grafo G, que se obtiene al ejecutar los pasos 1,...,5 del Algoritmo

2.5, tiene las mismas relaciones de independencia de orden uno que el modelo, esto es

Kzlz|lywye<z|z|y>a
Demostracién.

>)Sil(z|z|ym=><z]|z|y>c.
Lo haremos por reducciéon al absurdo, estudiando los distintos casos que se pueden

presentar.
Caso (a): Supondremos: [(z |z |y)y, "<z |z|y>cy ~I(z|0]y)m -

Por I(z | z | y)am tenemos que en el modelo, todas las conexiones simples entre z e
¥ pasan por z, luego tenemos que existen conexiones simples de z con x y de z con
y. Entonces, por la 0-Isomorfia entre el modelo y el grafo y por el lema 2.3, podemos
encontrar caminos simples c1&(z, 2), 25(2, y) en G, donde los nodos en clf, pertenecen
a una conexion simple de z con x y, respectivamente, los nodos en ¢27, pertenecen a una

conexién simple entre z e y en el modelo. Por tanto, en G, tenemos el camino:

cole,y)={z—...—2z2—...—y}.



FEstructuras Ciclicas: Grafos Simples. 105

Podemos ver que z no se orienta como un nodo cabeza a cabeza para este camino en G.

Supongamos que z es un nodo cabeza a cabeza, con z.,z, los padres de
z en los caminos clf(z,z) v €25(2,y). Sien G, se orienta z (paso 1d del
algoritmo) como nodo cabeza a cabeza, entonces z, y z, han de ser marginal-
mente independientes. Esto es, todas las conexiones entre 2, y z, han de ser
no simples. Luego z ha de ser un nodo cabeza a cabeza en estas conexiones.
Ademds, sabemos, lema 2.3, que z, (andlogo para z,) pertenece a una conexién
simple entre z y x. Por tanto, tenemos en el modelo conexiones simples entre
x vy z y conexiones simples entre z e y que tienen a z como el dnico nodo
cabeza a cabeza, y por tanto, utilizando el criterio de d-separacién, tenemos

que =I(z | z | y)m, en contradicciéon con las hipétesis.

Por tanto, el camino ¢g(z,y) estd activo (es simple) en &, lo notaremos como ¢ (z,y).
Para que —= < 2 | z | y >, tiene que satisfacerse en (G, al menos una de las siguientes

condiciones:

1. Existe en G otro camino simple entre z e y, pf.(2,y), que no pasa por z.

2. El nodo z es cabeza a cabeza (o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza) en un

camino no simple entre z e y en G.

Estudiemos los distintos casos:

1. Supongamos que existe un camino pf(z,y) sin arcos cabeza a cabeza y que no pasa

por z.

Veamos las distintas combinaciones posibles para los caminos pf; y cf; en el grafo. Si
alguno de los caminos pf, y ¢ es de la forma HT(z,y) o TH(xz,y), entonces o bien
tenemos en el grafo un ciclo dirigido (por el lema 2.7 tenemos un cédigo de error) o bien
se forma un ciclo para el que existe un tnico nodo cabeza a cabeza (por el lema 2.8
sabemos que tampoco es posible). Por tanto, la tnica posibilidad que queda es que los

dos caminos sean H H(z,y).

En este caso, sea a el nodo cola a cola en el camino pf,. Si a € ¢, tenemos que en el
grafo aparecen ciclos con un inico nodo cabeza a cabeza, obteniendose (lema 2.8) como

salida del algoritmo un cédigo de error.

Por el lema 2.6 tenemos que existen conexiones simples en el modelo que unen a a con
x e y respectivamente y por el lema 2.5 sabemos que a no es un nodo cabeza a cabeza
en estas conexiones, luego podemos encontrar en el modelo una conexién simple entre z
e y que pase por a. Ademds, tenemos que z ¢ p5, vy por I(z | z | y)m tenemos que todas

las conexiones simples (en el modelo) entre z e y pasan por z, por tanto tenemos que
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en el modelo debe de existir una conexién simple entre z y a. Utilizando la 0-Isomorfia,
tenemos que podemos encontrar en &G un camino simple, 7, entre z y a. Ademads, por
ol M % ol & M
ser a un nodo cola a cola en pf,, tenemos que los caminos 7§, pf v ¢ forman un ciclo
con un tnico nodo cabeza a cabeza, y considerando el lema 2.8 tenemos que la salida

del algoritmo es un cédigo de error.

2. Fl nodo z es cabeza a cabeza (o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza) en un

camino no simple entre z e y en G.

Supongamos que z es el tinico nodo cabeza a cabeza en un camino no simple, pg(z,y) en
(' (andlogo si z es descendiente de todo nodo cabeza a cabeza en un camino no simple
en (). Como el algoritmo no produce un cédigo de error como salida, entonces z se ha
orientado en el paso 1d. Consideremos el camino cf,, donde sabemos que z no es un
nodo cabeza a cabeza para este camino. Ademas, sea plg(z,x), subcamino de pg(z,y),
que une a z con z, y analogamente sea p2¢(z,z), subcamino de pg(x,y), que une a z
con y. Ademads, por = < 2 | z | y >¢ los caminos ple, p2g han de ser simples. Por
tanto, en G podemos encontrar un ciclo con un tinico nodo cabeza a cabeza, y por el

lema 2.8 tenemos que obtenemos como salida del algoritmo un cddigo de error.
Caso b) Supongamos ahora que - < z |z |y >q, [(z | z | y)m y que I(z | 0 | y)ar.

Por I(z | 0 | y)ar y por la 0-Isomorfia, todos los caminos entre 2 e y en el grafo son no
simples. Por tanto, para que = < 2 | 2 | ¥y >¢, # debe ser un nodo cabeza a cabeza,
o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza en un camino no simple entre z e . En
cualquier caso, ha de existir caminos simples c1%(z, 2), ¢25( 2z, y) en el grafo. De nuevo,
por la 0-Isomorfia, han de existir conexiones simples en el modelo que unen z con z e
y. Luego tenemos que —I(z | 0 | 2)ps y =I(y | 0 | 2)ar y por transitividad débil (en

contrareciproco) llegamos a —~I(x | z | y)ar 6 =I(2 | @ | y)ar, en contra de las hipétesis.
) <z|z|ly>e= 1z 2| y)um.

De nuevo lo haremos en dos pasos.

Caso a) Supongamos que < 2 | z |y >g, 7I(x |z | y)mr y que ~I(z |0 | y)ar -

Por —I(x | 0 | y)ar, sabemos que existen conexiones simples entre 2 e y en el modelo y por
la 0-Tsomorfia, existen caminos simples entre z e y en G. Ademds, por < z | z | y >¢
tenemos que todos los caminos simples entre # e y pasan por z. Por tanto, existen
caminos simples que enlazan z con z y caminos simples que enlazan z con y. De nuevo,
por la 0-Isomorfia, tenemos que existen conexiones simples que unen z con & y z con
y en el modelo. Ademds, podemos ver que existe una conexién simple entre z e y que
pasa por z, (¢.), en el modelo. Para demostrarlo, consideremos los distintos caminos

entre x e y que pasan por z en el grafo. Silos caminos son HT'(x,y) o TH(z,y) tenemos
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que, por el lema 2.6, que z pertenece a una conexién simple entre z e y en el modelo.
Supongamos entonces que el camino entre z e y es HH(x,y), sea « el nodo cola a cola
en este camino. Por el lema 2.6 tenemos que existen conexiones simples de a con z e
y, donde una de ellas pasa por z. Ademds, sean a,, o, los descendientes directos de a
en (7, donde a,, respectivamente a, pertenecen a conexiones simples en el modelo de a
con z e y. Por el lema 2.5 tenemos que si o fuese un nodo cabeza a cabeza para estas
conexiones, obtendriamos un cédigo de error en la salida. Luego existe una conexién

simple entre x e y que pasa por « en el modelo.

Entonces si ~I(z | z | y)am, puede ocurrir que:

1. Exista otra conexién simple entre z e y que no pase por z en el modelo,

2. El nodo z es cabeza a cabeza (o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza) en un

conexion no simple entre z e ¥ en el modelo.

1. Supongamos que existe otra conexién simple entre z e y que no pase por z en el
modelo, ¢,, ¥ sea a un nodo en esta conexioén, con a ¢ c.. Entonces, ¢, y ¢, forman un
ciclo en el modelo. Sean a, y a, las variables (mdas cercanas a z e y, respectivamente)
donde intersecan estas conexiones en el modelo. Entonces, y por ser ¢, y ¢, conexiones
simples, entre a, y a, no existen independencias de orden cero ni uno. Por tanto, si
a,—a, € G, tenemos que existe en el grafo un camino simple entre z e y que no pasa por
z (aquél que se obtiene al considerar la conexién simple entre . — ... —a, —ay, —...—y

en el modelo).

Supongamos entonces que o, — a, ¢ G. Por el lema 2.9 tenemos un camino simple,
P, entre a, y ay que no pasa por z y que se corresponde con una conexién simple
HH(ay,, o) en el modelo. Nos queda por ver que podemos encontrar un camino simple

entre z e y en (G que no pasa por z.
Consideremos las distintas posibilidades para la subconexién de c, entre a, y ay:
i) La subconexién es T H (ay, o) (andlogo para HT (o, ay).

Sea [ el nodo mas cercano a x y para el que no existen relaciones de independencia
de orden cero ni uno con a, (por existir una conexiion HH(ay, o), los casos extremos
son el padre de a, en ¢,, y el nodo z). En este caso, si § — a, € G este enlace forma
parte del camino (que por pertencer sus nodos a una conexién simple, ha de ser simple)
entre z y a, en el grafo que no pasa por z. Supongamos entonces que 3 —a, € G y que
B # x, por el lema 2.1, existe una conexién simple H H(f3, o) en el modelo, llegando
a una contradiccién con el hecho de que § es el nodo mas cercano a = para el que no
existen relaciones de independencia de orden cero ni uno con z. Si § = z, por el lema

2.2 podemos encontrar en G un camino cuyos nodos pertenecen a una conexién simple
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HH(z,0y) y por la forma que se encontré el camino, ver lema 2.2, z no pertenece a
este camino. Por tanto, el camino que se obtiene al considerar los nodos en el camino
r—...—ayen G, junto con la conexién T H(ay,y) en el modelo, es un camino simple

que no pasa por z en el grafo.
ii) La subconexién es H H (o, ay).

En este caso, por la proposicidon 2.9, tenemos que encontramos un camino entre o, y
a, que no pasa por z, con los nodos en el camino perteneciendo a una conexién simple
entre H H(ay,ay) en el modelo. Luego, basta considerar las conexiones de oy con z y
de ay con y, junto con los nodos en el camino pg;, para encontrar un camino en G' que
no pasa por z, con los nodos en el camino perteneciendo a una conexién simple entre

e y en el modelo, y por tanto el camino es simple.

En cualquier caso, llegamos a una contradiccién con el hecho de que - < 2 | z |y >¢.

2. Fl nodo z es cabeza a cabeza (o descendiente de todo nodo cabeza a cabeza) en un

conexion no simple entre z e ¥ en el modelo.

Supongamos que la conexién simple ¢, entre e y que pasa por z es HT(z,y) (andlogo
para el caso TH(z,y)). Ademds, para que ~I(z | z | y), tiene que existir una conexién
HH(z,z)en el modelo. Sea z, el nodo mas cercano a y para el que no existen relaciones
de independencia de orden cero ni uno con z, con z, # y (casos extremos, el padre de
en ¢,, o el hijo de y en ¢.). Supongamos que z — 2, € (7, entonces podemos encontrar
en G un camino entre & e y que no pase por z, donde los nodos en el camino pertenecen
a una conexién simple en el modelo, y por tanto el camino es simple. Luego llegamos
a una contradiccién con < z | z | y >¢. Supongamos que z — z, € G, entonces por el
lema 2.1 sabemos que existe en el modelo una conexién H H(z,z,) y por tanto llegamos
a una contradiccion con el hecho de que 2, es el nodo més cercano a y para el que no

existen relaciones de independencia de orden cero ni uno con =z.

Si z, = y, tenemos que o z —y € (G o0 existe en G un camino cuyos nodos pertenecen
a una conexion H H(z,y) (lema 2.2) y por tanto, en cualquier caso podemos encontrar

un camino simple en G que no pasa por z, obteniendo la misma contradiccién.

Supongamos entonces que la conexién ¢, es HH(x,y). Si z no es un nodo cola a cola
para esta conexién, con un razonamiento analogo al anterior, podemos encontrar en ¢
un camino simple entre x e y que no pase por z. Supongamos entonces que z es el
nodo cola a cola en la conexién. En este caso, tenemos que existen conexiones H H(z, z)
y HH(z,y). De nuevo, podemos seleccionar el nodo z, en HH(z,y), mas lejano de z
para el que no existen relaciones de independencia de orden cero ni uno con z, donde

las conexiones entre z, y z son T H(z,,2) (casos extremos, el padre de z en la conexién
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HH(z,y)o el nodo cola a cola en la conexion H H(z,y)). Para este nodo, o bien existe
el enlace z, — z en (7, o bien existe un camino cuyos nodos pertenecen a una conexion
simple H H(z, z,) en el modelo (lema 2.2). Donde ademds, el camino que obtenemos es
simple (el razonamiento es analogo al del lema 2.3). Luego, en cualquier caso, podemos
encontrar un camino simple en G que une x con y, que no pasa por z. Con lo que

llegamos a la misma contradiccién con el hecho de que < z | z | y >4.
Caso b) Supongamos que < 2 | z |y >¢,~I(z |z | y)m y que I(z | 0| y)ar.

En este caso sabemos, por I(z | 0 | y)ar, que todos las conexiones entre x e y, en el
modelo son no simples y por la 0-Isomorfia, tenemos que, en G, todos los caminos entre
z e y son no simples. Ademads, por —/(z | z | y)am tenemos que existe al menos una
conexion simple ¢;(z, z) y una conexién simple ¢3(z,y) en el modelo. Por tanto z es un
nodo cabeza a cabeza en el modelo. Por la 0-Isomorfia, en el grafo, existe un camino
simple entre  y z y un camino simple entre z e y. Ademas, el camino ha de ser cabeza

a cabeza en z. Por tanto - < z | z | y >¢. ]

Hemos demostrado que cuando se obtiene como salida un grafo, este es 0,1-Isomorfo a un
modelo de dependencias, representable por un grafo dirigido aciclico. Por tanto, el algoritmo
nos va a permitir testear la 0,1-Isomorfia entre el grafo y el modelo con un procedimiento

local para cada nodo. Ademads, podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 2.3 Sea M un Modelo de Dependencias isomorfo a un grafo dirigido aciclico. Si
tras ejecutar los primeros & del algoritmo, obtenemos como salida un grafo G, entonces éste

es simple.

Demostracién.

Se obtiene directamente a partir del lema 2.8. a

Como resultado del corolario, podemos concluir que el grafo G, por ser simple lo notaremos
or es una representacion simple del modelo. Para concluir el capitulo, resumiremos las
G*, t le del modelo. P 1 | tulo, 1

posibles salidas del algoritmo.

1. Conocemos que el modelo es representable por un grafo simple. Fl algoritmo recupera
el modelo en un tiempo polinomial, realizando tests de independencia de orden cero y

uno: Primeros 5 pasos del algoritmo.
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2. No conocemos si el modelo es representable por un grafo simple. Fl algoritmo recu-
pera, si existe, una representacién simple del modelo eficientemente (primeros 5 pasos).
Si deseamos saber si la representaciéon simple que se obtiene es isomorfa al modelo,
tendriamos que ejecutar tambien el dltimo paso del algoritmo. En este caso, se necesi-
tan tests de independencia de orden mayor que uno (2,(y) # 0). El orden de esos tests
va a depender del cardinal del conjunto Q,(y), (en un caso extremo puede llegar a n—2,
aunque en la mayoria de los casos los tests de independencia seran de orden menor).
En cualquier caso, la no isomorfia de un modelo con un grafo simple se detectara, en

general, en los pasos previos.

Con estos algoritmos se intenta evitar uno de los principales problemas de los algoritmos
de aprendizaje: La necesidad de hacer tests de independencia de orden elevado. Hemos
discutido cémo funciona el algoritmo cuando este tipo de tests no se realizan, asi como las
relaciones de independencia que se preservan. En cualquier caso, y aunque realicemos todos
los tests de independencias necesarios, el algoritmo requiere un nimero polinomial de tests

para obtener el grafo salida.



Capitulo 3

Teoria de la Posibilidad: Concepto

de Independencia. Estimacion.

3.1 Introduccion

En el capitulo primero vimos como una red de creencia es un modelo adecuado para traba-
jar en problemas con incertidumbre. En este tipo de redes, es comin que la representacién
cuantitativa de la informacién venga dada por una distribucién de probabilidad. Sin em-
bargo, podemos encontrar otros formalismos distintos de la probabilidad para trabajar con
incertidumbre, por ejemplo medidas de evidencia, capacidades de Choquet, probabilidades
superiores e inferiores, posibilidades,... En este capitulo consideraremos el formalismo pro-
porcionado por la Teorfa de la Posibilidad [58]. Nos centramos en el problema del aprendizaje
de redes de creencia posibilisticas. En especial, cuando consideramos las técnicas que utilizan
un criterio de independencia entre variables, son dos los conceptos bdsicos que tenemos que

estudiar:

* Concepto de Independencia: Para abordar este problema, consideramos la relacién de in-
dependencia como un concepto primitivo, no dependiente del formalismo utilizado para
codificar la informacién. En este sentido, estudiaremos un conjunto de propiedades que
es deseable que cumpla la relacién de independencia. En la seccién tercera se estudia el
concepto de independencia en la Teoria de la Posibilidad, para ello se proponen distin-
tas definiciones de independencia, analizando su comportamiento frente a las distintas

propiedades.
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* Estimacion de posibilidades: La estimacion de los valores que toma la medida de posi-
bilidad es un elemento esencial en el proceso de aprendizaje. Por un lado, nos permite
obtener los valores cuantitativos en la red, y por otro lado, estos valores seran necesarios
para determinar una relaciéon de independencia entre variables. En la seccién cuarta,
hacemos un andlisis de distintas técnicas de estimacién para una distribuciéon de posi-
bilidad. Consideramos que el proceso de estimacién utiliza la informacién dada por un
experto (elicitacién de la distribucién de posibilidad), o bien se considera como punto

de partida la informaciéon almacenada en una base de datos.

En la siguiente seccién se hace un breve repaso de las medidas de posibilidad, analizando su

relacién con otro tipo de medidas difusas.

3.2 Medidas difusas: Medidas de Posibilidad

Una medida difusa nos va a permitir trabajar en entornos donde la incertidumbre se entiende
como ambigiiedad, es decir, tenemos dificultad al seleccionar una determinada alternativa
entre varias posibles. Tanto las medidas de probabilidad como las medidas de posibilidad se
encuadran dentro de lo que son las medidas difusas definidas por Sugeno [160], pero mientras
que para las primeras existe una teoria bien desarrollada (Kolmogorov [94]), la teoria de la
posibilidad es relativamente nueva (Zadeh [175], Dubois y Prade [58]) y atin encontramos
conceptos que no estin universalmente aceptados. Cuando consideramos una clasificacién de
las medidas difusas ([103, 58]), ambos tipos de medidas se enmarcan dentro de un conjunto
més amplio de medidas difusas, las medidas de evidencia o medidas de Dempster-Shafer [139].

En esta seccion haremos un breve repaso de estas medidas.

3.2.1 Medidas Difusas

Consideremos un conjunto de sucesos asociados a un cuerpo de conocimiento impreciso e
incierto, y consideremos que estos sucesos son subconjuntos de un conjunto de referencia X,
que llamaremos suceso seguro. Identificaremos el conjunto vacio, @), como el suceso imposible.
A cada suceso A C X, le asociamos un nimero real, lo notamos g(A), que mide la confianza
que se puede tener en la ocurrencia del suceso A, teniendo en cuenta el estado actual del
conocimiento. Por convenio, g(A) crece conforme lo hace la confianza en dicho suceso, de

manera que se satisfagan los siguientes requerimientos.
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1. Valores limites:

2. Condiciéon de monotonia:
Para todo A, B C X,si A C B, entonces g(A) < g(B).

3. Continuidad:
Si X es infinito, tenemos que para todo A; C X,i=1,2,....n,...81 A3 C A, C ...
A, C...obilen...C A, CA,_1 C...C Ay entonces

IN

lim g(A;) = g(lim A;).

1—00 1—00

Esta definicién de medida difusa fue dada por Sugeno en 1974 [160] para evaluar la incer-
tidumbre. Cuando, ademds de estas restricciones, a una medida difusa se le exigen otros
requerimientos adicionales, obtenemos un conjunto de medidas mas especificas, de entre ellas

pasaremos a considerar las medidas de evidencia y las medidas de posibilidad.

3.2.2 Medidas de Evidencia

Una medida de evidencia es un formalismo matematico, en el que tanto las medidas de
probabilidad como las de posibilidad pueden ser englobadas. Por tanto, nos va servir de

punto de referencia cuando queramos hacer comparaciones entre ambas medidas.

Una medida de evidencia estid basada en el concepto de Creencia, Bel, donde a cada
proposicién se le asocia un valor que indica el grado de creencia en la misma. Un concepto

fundamental para estas medidas es el de asignacién bésica de probabilidad, m.

Definicién 3.1 Una asignacion basica de probabilidad (a.b.p.) m es una aplicacion del con-
Junto P(X) en el intervalo unidad
m:P(X)—[0,1]

tal que

1. m(0)

2. Y acx m(A) =

ll
=)
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La interpretacién de m es la siguiente: en el conjunto X existe un elemento desconocido u,
donde m(A) es el grado de creencia en que ese elemento se encuentre en el conjunto A y no

en ningin subconjunto propio de A.

A partir de la definicién de una a.b.p. podemos introducir los conceptos de medida de

creencia y medida de plausibilidad.

Definicién 3.2 Dada una a.b.p. m podemos definir una medida de creencia como
Bel: P(X)—[0,1]
tal que para cada A C X tenemos que

Bel(A) = Z m(B).

BCA

Bel(A) mide la creencia total de que el elemento u sea un miembro de A, donde Bel()) = 0
y Bel(X) = 1. Un subconjunto A de X se llama elemento focal de la medida si m(A) > 0.

Dual a la medida de creencia, se define una medida de plausibilidad como:

Definicién 3.3 Dada una medida de creencia, podemos definir la medida de plausibilidad,

Pl, como

Pl:P(X)—[0,1]
donde para cada A C X

PI(A) =1 — Bel(A).

donde A representa el complemento de A. PI(A) mide la masa total de creencia de que el
elemento no este en A. Se puede obtener el valor de la medida de Plausibilidad directamente

a partir de los valores asociados a la a.b.p. mediante la siguiente expresion

BNA#D

Hay que notar que se cumple que para todo A, Bel(A) < PI(A).

3.2.3 Medidas de Posibilidad

Como consecuencia de la condiciéon de monotonia para las medidas difusas, se verifican de

forma inmediata las siguientes expresiones:
VA, BCX, g(AUB) > max{g(A),g(B)} (3.1)
g(A B) < min{g(A), g(B)} (3.2)
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En un caso extremo, cuando imponemos la igualdad para la ecuacién 3.1 obtenemos las
medidas de posibilidad y si imponemos la igualdad en la ecuacién 3.2 obtenemos una medida

de necesidad. Luego podemos definir una medida de posibilidad II como
VA, B 1I(AU B)=max{II(A),II(B)} (3.3)
Si F es un suceso seguro, con ¥ C X, podemos definir una funcién en {0,1} de forma que:
MA)=1si ANE#0

II(A) = 0 en otro caso

Es inmediato ver que, en este contexto, I[(A) = 1 significa que A es posible. En particular,

dados dos sucesos contradictorios, A y A, entonces se cumple que:

max{Il(A),1[(4)} =1

que significa que de dos sucesos contradictorios y exhaustivos, uno de ellos, al menos, es

completamente posible.

Cuando el conjunto X es finito, toda medida de posibilidad Il puede definirse por medio

de valores de los singletons de X, de manera que:
VA II(A) = sup{n(w) | w € A}

donde m(w) = I({w}) y 7 es una funcién de X en [0, 1] lamada distribucién de posibil-
idad. Esta funcién estda normalizada en el sentido de que existe un w, donde 7(w) = 1, ya
que II(X) = 1.

Una medida de posibilidad es una herramienta natural para formalizar la incertidumbre
cuando la informacién es imprecisa y difusa. Si tenemos una variable que toma valores en X,
7(w) se interpreta como el grado con que w € X es el posible valor de la variable. Por tanto,

II(A) es la posibilidad de que la variable tome como valor a alguno de los elementos de A.

Cuando se impone la igualdad en la ecuacién 3.2 obtenemos la medida de necesidad, que

notaremos por V
VA, B N(AN B)=min{N(A),N(B)} (3.4)

A esta clase de medidas se les llama medidas de necesidad. De manera andloga al caso

anterior, puede construirse una funcién en {0, 1} en base a un suceso seguro, como sigue:

NA)=1siECA
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N(A) = 0 en otro caso

Es inmediato ver que N(A) = 1 significa que A es seguro.

Asi pues, la teoria de la posibilidad utiliza dos medidas para representar la incertidumbre:

la posibilidad y la necesidad. Ambas medidas deben verificar que
N(A)=1-1I(A)

donde N(A) significa hasta qué punto puede considerarse que la proposicién o suceso A es
necesariamente cierta, y expresa que una proposicién es mds cierta cuanta menor posibilidad

haya de que se dé el suceso contrario.

Veamos como se encuadran dentro de la teorfa de la evidencia las medidas de probabilidad

v las medidas de posibilidad:

Medidas de Creencia Bayesianas:

Una medida de creencia se dice que es Bayesiana si

PI(A) = Bel(A), para todo A C X.

(
(X)
3. Bel(AU B) = Bel(A) + Bel(B) siempre que AN B = (.
(A)+ Bel(A) = 1.

Esta estructura bayesiana implica que ninguna de las masas de evidencia tiene libertad
de movimiento. En este caso la a.b.p, m, es equivalente a una distribucién de probabil-
idad p, es decir toda distribucién de probabilidad puede ser asociada con una medida

de creencia Bayesiana en la que p(z) = m({z})

Medidas de Creencia Consonantes:

Una medida de creencia se dice que es consonante si satisface que

2. Bel(X) = 1;
3. Bel(AN B) = min{Bel(A), Bel(B)}, para todo A, B C X.

Una caracterizaciéon de las medidas consonantes viene expresada por el siguiente teo-

remas:
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Teorema 3.1 Una funcion de creencia es consonante si y solo si los elementos focales
de su a.b.p., m, estdn anidados. Fsto es, existe una familia de subconjuntos de X,
Aji=1,2,...,n tal que A; C Aj coni<jyy,m(4;) =1

Este tipo de medidas consonantes forman el prototipo para las medidas de posibilidad,
donde la medida de Plausibilidad (Pl) en la teoria de la evidencia juega el papel de
medida de Posibilidad II y la medida de Creencia (Bel) tiene el papel de medida de
Necesidad M.

Dado que nos vamos a mover en un entorno posibilistico y que centraremos el estudio en
el concepto de independencia condicional entre variables, veamos qué operaciones sobre una
distribuciéon de posibilidad seran consideradas. Para ello, tomamos como base la definicion
de independencia condicional en un entorno bien definido: la teoria de la probabilidad. En
este caso, si tenemos una distribucion de probabilidad conjunta sobre dos variables, X e Y,

se dice que X e Y son condicionalmente independientes si
Pz |y)=P(z), VYze X,yeY tal que p(y) > 0.

Si consideramos esta relacién, podemos ver como los conceptos de medida de probabilidad
marginal vy de medida de probabilidad condicional juegan un papel importante. Por tanto,

estudiaremos estos conceptos en un entorno posibilistico.

¢ Medida de Posibilidad Marginal

Supongamos que tenemos dos variables X,Y que toman valores en {zy,z3,...,2,} y en
{y1, Y2, .., Yn}, respectivamente. Supongamos, ademas, que tenemos una informacién incierta
sobre el producto cartesiano X XY, expresada mediante una distribucién de posibilidad con-
junta. El concepto de medida de posibilidad marginal sobre X e Y lo tomaremos a partir del

concepto de medida difusa marginal dada por Lamata [102]

Definicién 3.4 Dada una medida difusa bidimensional g sobre X XY, las medidas marginales

gx sobre X y gy sobre Y se definen como:

gx(A) =g(AxY), VACX, (3.5)
gv(B)=g(X x B), VB CY, (3.6)

Si nos centramos en la medida de Posibilidad tenemos que

M:X xY —[0,1]
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con las medidas de posibilidad marginal sobre X e Y definidas como

Ix(A)=I[(AXY), VACX, (3.7)
Iy (B)=1(X x B), YBCY (3.8)

Se puede ver que llx y Iy son también medidas de posibilidad, y por dualidad las medidas
de necesidad marginales también son medidas de necesidad. La distribucién de posibilidad
marginal sobre X (analogamente sobre Y') se define como:

mx(z)=lx({z}) =z xY) = I;lea};(ﬂ(x,y), Ve e X. (3.9)

¢ Medidas de Posibilidad Condicional

El concepto de condicionamiento para las medidas difusas en general no es tan universal
como el de marginalizacién [30]. Nosotros, para el estudio de las relaciones de independencia
en posibilidades, consideraremos como base el condicionamiento dado por Dempster [50] y
Shafer [139] para las medidas de evidencia (recordemos que las medidas de posibilidad son un
caso particular de este tipo de medidas) y el condicionamiento dado por Hisdal [85] y Dubois
[51]. En cualquier caso, estudiaremos el condicionamiento para las medidas de posibilidad,

la medida de necesidad condicional se puede obtener por dualidad.

Condicionamiento de Dempster-Shafer:
Supongamos que tenemos una evidencia sobre el conjunto X x Y, la medida de Plausi-
bilidad sobre X condicionada a que conocemos que el valor de la variable Y estd en B,

y la notamos Plx(. | Y = B) se define como

PI(A x B)

PLe(A Y = B) = =,

Cuando consideramos en lugar de una medida de evidencia una medida de posibilidad,
la medida de posibilidad sobre X condicionada al suceso [Y = B], y la notamos Il4(. | B)

se define como:

II(A x B)
Iy (B)

La distribucién de posibilidad sobre X condicionada al suceso [Y = y], v lo notamos

H4(A | B) =

como m4(. | y) queda entonces definida como

ma(z | y) =
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Condicionamiento de Hisdal:
Hisdal define la medida de posibilidad condicional II,(A | B) como la solucién de la
ecuacién II(A, B) = min{Il(A | B),I[(B)}. Esta definicién esta inspirada en la regla de
Bayes, donde el minimo se corresponde con el producto. La solucién menos especifica

de la ecuacién es

(A, B) sill(A,B)
1 sill(A,B)

A
=
=

Hh(A|B):{

]
=
=

De forma anéloga podemos obtener la distribuciéon de posibilidad sobre X, condicionada

al suceso [Y = y], y la notamos como (. | y)

(| 9) = { m(z,y) sim(e,y) < w(y).
L sia(e,y)=m(y).
Obviamente, los conceptos de marginalizacién y condicionamiento son facilmente extensi-

bles a un caso n-dimensional, donde tenemos n variables en lugar de sélo dos.

3.3 Concepto de Independencia en la Teoria de la Posibili-
dad.

Una relacién de independencia, entre sucesos o variables, permite modularizar el conocimiento
de forma que sélo es necesario consultar la informacién relevante para la cuestién particular
en que estamos interesados. Por tanto si una variable X es considerada independiente de
otra variable Y, dado un estado de conocimiento Z, entonces nuestra creencia sobre X no

variard como consecuencia de conseguir informacién adicional sobre Y.

Cuando trabajamos con informacién incierta, el estudio de relaciones de independencia e
independencia condicional sélo ha sido estudiado profundamente para las medidas de prob-
abilidad [48, 153, 105], aunque existen aportaciones en otros formalismos de tratamiento de
informacién con incertidumbre [24, 25, 143] y aportaciones donde se considera la indepen-
dencia desde un punto de vista abstracto [126, 127, 157]. Existen recientes trabajos que
analizan el concepto de independencia en la teoria de la posibilidad: Benferhat [11] realiza un
estudio desde un punto de vista l6gico, Dubois et al. [53] y Farifias y Herzig [68] realizan el
estudio considerando la independencia entre sucesos y su aplicacién en el razonamiento por
defecto, de Cooman y Kerre [42] propone distintas definiciones para los conceptos de inde-

pendencia entre sucesos e independencia entre variables y Fonck [72] realiza un estudio sobre
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independencia condicional. En Studeny [158] podemos encontrar un estudio del concepto de

independencia para distintos formalismos, entre ellos la Teoria de la Posibilidad.

En la siguiente seccién proponemos una aproximacién intuitiva al concepto de indepen-
dencia condicional, donde consideramos que nos encontramos en un entorno con informacién
incierta. Después, pasamos a formalizar las distintas definiciones de independencia condi-
cional, dentro del entorno posibilistico, realizando un estudio axiomatico de las mismas.
Consideramos como axiomas el conjunto de propiedades, vistas en el capitulo primero, que
parece légico exigir a una relacién de independencia. Realizamos el estudio para cada condi-

cionamiento de los vistos en la seccién anterior.

3.3.1 Definiciones de Independencia

Notaremos por I(X | Z | Y) a la afirmaciéon ‘X es independiente de Y, dado 7, donde
X.,Y, Z representan variables o conjuntos disjuntos de variables en un determinado dominio
de conocimiento. Nuestro objetivo en esta seccién es hacer un analisis intuitivo de la relacién
de independencia entre variables. Una forma natural de acercarse al problema es el definir la

independencia condicional en base a una ‘comparacion’ entre las medidas condicionales.

Quizas, la forma mas directa de definir la independencia condicional, I(X | Z | V), es la

siguiente:

Definicién 3.5 (No modifica informacién.)
Conocido el valor de la variable 7, el conocer el valor de la variable Y no modifica

nuestra informacidén sobre los valores de la variable X .

Si tenemos en cuenta que estamos considerando un entorno donde el conocimiento sobre
el problema en cuestién es impreciso, el exigir que nuestra informacién sobre el problema no
se vea alterada en absoluto al condicionar puede parecer demasiado estricto. El problema se
agrava en el caso (habitual) de que la informacién que poseemos deba ser estimada a partir

de un conjunto de datos o bien a partir de juicios humanos.

Una aproximacién alternativa, donde se relaja el concepto de independencia puede ser la

siguiente:

Definicién 3.6 (No hay ganancia de informacidn.)
Conocido el valor de la variable Z, al conocer el valor de la variable Y no se gana
informacién adicional (no se mejora nuestra informacion) sobre los valores de la

variable X, pero se podria llegar a perder.
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Otro enfoque diferente, en el que también se relaja el concepto de no modificar la infor-

macién al condicionar, lo proporciona la siguiente definicion:

Definicién 3.7 (Informacién similar.)
Conocido el valor de la variable Z, el conocer el valor de la variable Y proporciona una
informacién similar, sobre los valores de la variable X, a la que tenfamos antes de

conocer el valor de Y .

En cualquier caso, estas definiciones nos proporcionan una seméntica sobre el concepto de
independencia condicional. En la siguiente seccién consideramos un conjunto de propiedades
que parece razonable pedir a toda relacidon que intente capturar la nocién intuitiva de inde-

pendencia.

3.3.2 Relaciones de Independencia Posibilisticas.

Partiendo de las definiciones intuitivas de independencia anteriores, veremos cémo formalizar
la relaciéon de independencia cuando consideramos un entorno posibilistico. Para ello, par-
timos de un conjunto finito de variables U, sobre el que disponemos una distribucién de
posibilidad n-dimensional 7, donde X,Y y Z son subconjuntos disjuntos de variables, con
x,y, z valores genéricos que las variables pueden tomar. Notaremos mediante letras del al-
fabeto griego o subindices las instanciaciones particulares de las variables. Los valores, por

ejemplo, de Y U Z se denotardn mediante yz.

La forma mas obvia de definir la independencia es proceder de forma similar al caso prob-
abilista, es decir mediante la factorizacion de la distribucién conjunta de X,Y, Z. Esta idea
es la considerada por Shenoy [143] en el contexto mas general de los sistemas basados en val-
uaciones, por Studeny [158] para distintos formalismos de representacién de incertidumbre y
por Fonck [72] para el caso de medidas de posibilidad. A lo largo de la seccién consideraremos
las distintas definiciones de condicionamiento y las distintas definiciones de independencia y
para cada par veremos el comportamiento de las distintas definiciones frente a los siguientes

axiomas®.

A1l Independencia Trivial:
(X |z]0)

A2 Simetria:

!Una explicacién semantica de las mismas la podemos encontrar en el capitulo primero.
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(X |Z|Y)=I(Y|Z|X)

A3 Descomposicion:
IX|Z|YUW)=I(X|Z]Y)

A4 Unién Débil:
X |Z|YUW)=I(X|ZUY |W)

A5 Contraccién:

IX|Z|Y)y (X |ZUY |W)= I(X|Z|YUW)

A6 Interseccion:

IX|ZUW|Y)y (X |ZUY |W)= I(X|Z|Y UW)

¢ Condicionamiento de Dempster

En primer lugar consideraremos, como medida condicional, la dada por Dempster para las
medidas de evidencia. En este caso, cuando utilizamos la definiciéon de independencia como
la no modificacién de informacion al condicionar, se puede entender como una igualdad

entre los valores de las distribuciones, como indica la siguiente expresion.

Definicién 3.8 (D1) No modifica nuestra informacion.

I(X|Z|Y)er(z]|yz)=ma(z | 2), YVo,y,z (3.10)

La tdnica restriccién que se impone es que las medidas condicionales implicadas estén definidas,

es decir 7(yz) > 0.

Proposicion 3.1 La definicion 3.8 de independencia posibilistica verifica los axiomas Al-

A5, y sila distribucion de posibilidad es estrictamente positiva, también cumple A6.

Demostracién.

La verificacién de los axiomas de Independencia Trivial A1, Simetria A2 y Contraccién
A5 es inmediata. El axioma de Unién Débil A4 se deduce directamente si se cample la

Descomposicién A3. Veamos los restantes axiomas.
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A3: Descomposicion: (X | Z|YUW)=I(X|Z]|Y)

Tenemos que w(z | yzw) = n(x | z). Entonces

7T($y2w) = 7T($Z) esto es M rYyzw) = m(yzw 7T($Z)
ﬂ(yzw) - ﬂ_(Z)v t ( C) ) (y )

, Yazyzw.

donde tomando el maximo en w para ambos términos tenemos 7(z | yz) = 7(x | z).
A6: Interseccion: [(X | ZUY |[W)& (X | ZUW |Y)=>1(X|Z|YUW)
Por satisfacerse el antecedente de la implicacién, y ser la distribuciéon estrictamente

positiva tenemos que
(x| yzw) = n(z | yz) = 7z | zw), Va,z,y,w. (3.11)

Si la distribucién no fuese estrictamente positiva, se podria dar el caso en que tenemos
m(2yz) = m(zzw) = 0 (por tanto 7(z | yz) = 7(z | zw) = 0, con w(yz),7(zw) > 0) y
m(xz) > 0y por tanto m(z | z) # 0 con lo que no se verificaria el axioma.

Partimos pues de que la distribucién es estrictamente positiva. Dados z y z, sean
Y1,72 € Y tales que m(z2) = max, m(2yz) = T(2712) y que 7(2) = max, 7(yz) = 7(y27).

Por satisfacerse 3.11 tenemos que:
T(xy12)7(2w) = T(ezw)n(712) < T(ezw)T(722) = T(@y22)7(2w) < w(ay12)T(2W)
Asi pues, podemos garantizar que las desigualdades son igualdades y deducir que
T(xz)m(zw) = T(@zw)w(2)

concluyendo que 7(z | yzw) =7(z | zw) =7(a | z),estoes (X | Z | Y UW). 0

Pasemos a estudiar el concepto de independencia posibilistica cuando tenemos como base

la definicién 3.6, en la que tenemos una no ganancia de informacién al condicionar.

Consideremos que tenemos una variable X y sean A, B dos subconjuntos de valores que
pyede tomar X. Si A C B, entonces el afirmar que X toma valores en A serd més informativo
que si afirmamos que la variable toma valores en B. Cuando expresamos la informaciéon
mediante una medida de posibilidad, si A C B entonces II(A) < I[(B), y podemos decir
que la medida II(A) proporciona mas informacién (es mas precisa) que II(B). Para las
distribuciones de posibilidad se puede establecer un razonamiento andlogo. Si la informacién

!, esto es, m(z) < w'(z), Va, entonces w debe contener

posibilistica 7 es mas precisa que 7
mds informacién que 7', o equivalentemente, 7’ es menos informativa que w. El concepto
de que una distribuciéon de posibilidad sea mas o menos informativa que otra es capturado

adecuadamente por la definicién de inclusién [58].
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Definicién 3.9 Dadas dos distribuciones de posibilidad ™ y 7', se dice que ' estd incluida

en T (es menos informativa) si y solo si w(x) < 7'(z), V.

Empleando la relacién de inclusion entre posibilidades, la definicién de independencia 3.6,
considerada como una no ganancia de informacién, se puede expresar mediante
Definicién 3.10 (D2) No ganancia de informacion.
I(X|Z|Y)em(z]|yz) > ma(z ]| z), Yaeyz conn(yz) >0 (3.12)

Proposicién 3.2 Para la definicion de independencia (3.10), se cumplen los axiomas A1-A3

y Ab.

Demostracién.

La demostracion es trivial para los casos Al, A2 y A5. Aqui demostraremos el axioma
A3.
A3: Descomposicion: I(X | Z |YUW)= (X |Z|Y)

Sabemos que si utilizamos el condicionamiento de Dempster

(x| yz) =

y ademas sabemos por I(X | Z | Y U W) que

T(xyzw)
r(y7w)

T(x2)
m(2)

Dados y,z tales que 7(yz) > 0, sea x € W aquel valor que hace que 0 < 7(yz) =

< Vayzw tales que w(yzw) > 0

maxyew T(yzw) = w(yzK). La desigualdad anterior se verifica para este s en particular,

por lo que podemos decir que

T(x2)
T(2)

y como 7(zyz) > m(zyzw) Yw € W obtenemos que

T(2yzK) _ T(2yzK)
m(yzw)  w(y2)

<

T(xyz)
m(yz)

T(x2)
m(2)

y por tanto el axioma tercero se satisface. a

<
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Sin embargo, el axioma de unién débil (A4) no se satisface; para ello veamos el siguiente
contraejemplo, donde tenemos que X,Y,Z W son variables bivaluadas y donde tenemos la

siguiente distribucién de posibilidad sobre las variables.

T1y1z1wy | 0.3 Toy121wq | 0.4
Ty 1wy | 0.4 Toy1 21wy | 0.4
rryrz2wy |1 roy1z2wy | 1
r1y1z2we | 1 roy1z2wy | 1
T1y2z1wy | 0.5 Toypzrwy | 0.7
T1y221wy | 0.5 Toypzrwy | 0.7
r1y2z2wy | 1 Toy2z2wy | 1
r1y2z2we | 1 Toy2z2wy | 1

En este caso podemos ver como 7(z | yzw) > w(z | z), Yayzw, por ejemplo w(z1 |
y1z1w1) = 0.3/0.4 = 0.75; w(21 | z1) = 0.5/0.7 = 0.714, y sin embargo tenemos que 7(zy |
y121) = 0.4/0.4 = 1.0 > (21 | ;rz1w1) = 0.75 y por tanto no se satisface que 7(z | yzw) >
(@ | yz),YVayzw. En este caso tenemos que I(X | Z | Y U W) y sin embargo no se satisface

I(X|YUZ|W).

El problema, creemos, se encuentra en el hecho de que no se ha llevado hasta las dltimas
consecuencias la idea de independencia como no ganancia de informacién: Si al condicionar
se pierde informacién, puede ser mds conveniente ‘quedarnos como estibamos’. Esto puede
ser debatible, pero representa una especie de regla por defecto: Si para un contexto muy
especifico se carece de informacion, se puede emplear informacién disponible en un contexto

menos especifico.

El siguiente ejemplo nos dard una idea de la semdantica del condicionamiento por defecto:
Ejemplo 3.1 Supongamos el siguiente suceso:
A="Un britanico (B) toma X huevos para desayunar”,

con X tomando valoresen U = {0,1,2,...,9}. Podemos tener una distribucién de posibilidad
asociada a X, donde 7(z) se interpreta como el grado el grado de posibilidad de que X tome

los valores 0,1,2,...,9 para el suceso A, por ejemplo

\0 1 2 3 4 5 6 7 89
w\m 1 1 08 05 03 02 01 0 0
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Supongamos que centramos el andlisis en una ciudad en particular, por ejemplo Londres. Esto
hecho es equivalente a condicionar a que B es londinense. Si queremos obtener la distribuciéon
de posibilidad condicionada, una posible alternativa, cnando no tenemos ninguna informacién
sobre el habito del consumo de huevos para los londinenses, es asignarle a cada z la posibilidad

de que una persona sea capaz de comerse x huevos, por ejemplo

\0123456 78 9
w\1111110.7 0.5 0.5 0.3

Cuando hacemos este razonamiento, podemos ver que obtenemos una informacién menos
precisa que si consideramos a un londinense como un britdnico. Por tanto, podemos realizar
el siguiente razonamiento: ‘Supuesto que un londinense es un britdnico, y como no tengo
ninguna informacién sobre sus costumbres, parece sensato pensar que su comportamiento
serd el normal para los britdnicos. Entonces puedo asignarle, por defecto, la distribucién de

posibilidad dada para los britdnicos en general’.

Para finalizar el ejemplo, consideremos que centramos el estudio en los britdnicos con un
nivel alto de colesterol. En este caso, el consumo de huevos es perjudicial para el colesterol

y por tanto, podemos asociarle la siguiente distribuciéon de posibilidad

\0123456789
w\110.50000000

Claramente, aqui no tiene sentido hacer el razonamiento anterior, pues al condicionar modi-

ficamos la informacion. O

En general, el razonamiento que hemos expuesto es el siguiente: Si al condicionar, la dis-
tribucién de posibilidad es menos informativa que antes, seguimos manteniendo la informacién
que teniamos, mas precisa. FEn cambio, cuando al condicionar, obtenemos un incremento en

la creencia para un determinado z, utilizamos la nueva distribuciéon de posibilidad.

En términos practicos, esta idea implica un cambio en la definicién de condicionamiento; a

este nuevo condicionamiento lo llamaremos condicionamiento por defecto y lo denotamos

por mq (. | .):

Ta (v |y) = {

() si ma(zy) > w(a)w(y) Vo (3.13)
ma(x | y) si 3’ tal que my(a'y) < w(2")7w(y)

De alguna forma, en el ejemplo anterior estamos considerando que ser londinense es inde-

pendiente de la cantidad de huevos que un britdnico se come para desayunar, y sin embargo



Concepto de Independencia en la Teoria de la Posibilidad. 127

consideramos que el nimero de huevos que se come si es dependiente de saber si el britanico

tiene o no colesterol.

Empleando este condicionamiento, la nueva definicién de independencia es

Definicién 3.11 (D3) No ganancia de informacion.

I(X|Z|Y)eri(z|yz) =ng.(z]|2), Yo,y,z w. (3.14)

Proposicién 3.3 La definicion 3.11 verifica las propiedades A1 y A3-A6 (ésta ultima incluso

para distribuciones no estrictamente positivas).

Demostracién.

Los axiomas A1l y A5 son triviales, por lo que omitimos su demostraciéon. FEl axioma
A4 se deduce de forma inmediata si se cumple A3.

A3: Descomposicién: (X | Z |YUW)=>I(X|Z|Y).

Que se satisfaga I(X | Z | Y U W) significa que 74 (z | yzw) = 74, (2 | ). Nuestro
objetivo es probar que my (2 | y2z) = 74, (2 | 2).

Para ello supongamos primero que 74 (2 | 2) = 7(z), (es decir 7(22) > w(z)n(z) Vo con
z fijo)

Como por darse [(X | Z | Y U W) tenemos que, fijado z, mq (2 | 2) = 7mq. (2 | yzw) =

7(x), Yeyw. y por la definicién de condicionamiento por defecto tenemos que
T(eyzw) > w(2)T(yzw), Veyw
Por tanto tenemos que

>
max T(xyzw) > max T(@)T(yzw)

de donde obtenemos que 7(zyz) > 7(z)7(yz) Vay, es decir 7q4, (2 | yz) = 7(z) Vay, con

lo que concluimos que, fijado z,

Ta, (x| yz) = 74, (x| 2) Yay.

Supongamos ahora que, fijado z, 74 (2 | 2) = 7;((90;)) # m(x), y por tanto existe un § € X

tal que w(éz) < m(8)m(z). Ademads, por darse I(X | Z | Y U W) tenemos que

T(x2)

()

= ra (@ | yzw), Yayw
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Sean yw cualesquiera, y supongamos que se tiene que Vz, w(zyzw) > w(2)n(yzw).
Entonces tendriamos que 74 (2 | yzw) = w(z) y por tanto %%l = m(z), llegando a una

contradiccion.

Luego tenemos que Vyw existe un ¢’ € X tal que w(é'yzw) < w(6')n(yzw), y por tanto

T4, (¢ | yzw) = %l y por satisfacerse la relacién I(X | Z | Y U W) tenemos que

T(x2) _ T(xyzw)
() - w(yw)

, Yayw

luego tenemos que Vzy, max,ew{m(zyzw)r(2)} = maxew{r(2z2z)r(yzw)} y por tanto
m(xyz)m(z) = w(xz)n(yz). Nos quedaria por demostrar que 74 (= | yz) # w(z), pero
por ser mq, (2 | 2) # w(x), tenemos que existe § € X tal que m(6z) < w(6)7(z). Si para

todo x,y tenemos que
T(oyz)  w(6z)
m(yz)  w(z)

T(xyz) _ T(x2)
m(yz)  7(z)

< 7m(6)

, en particular para 6 tenemos que

y por tanto tenemos que para todo z,y, z se satisface que
mi.(2 | 2) = ma (2] y2)

como queriamos demostrar.

A6: Interseccion: I(X | ZUW | Y)y (X | ZUY |W)= (X |Z|YUW).

m(zyzw)
m(yzw)

< 7(6) tendriamos que 74 (2 | yzw) =

Fijemos z y supongamos que 74 (z | yzw) = 7w(z) # para algin y y w. Si
m(Syzw)
m(yzw)
a una contradiccién. Luego mq(zyzw) > w(2)r(yzw), Ve.

Ademds, por (X | ZUW |Y)y [(X | ZUY | W) podemos afirmar que 74, (2 | zw) =

i, (x| yz) = mq (x| yzw) Yeyzw, y por ser igual (=) una relaciéon de equivalencia

m(zyzw)
m(yzw)

existiese 6 € X tal que , llegando

tenemos que w4 (2 | yzw) = m(x),Veyw. Por tanto 7(zyzw) > 7(2)r(yzw) Veyw luego

tenemos que para todo z

>
[ max. T(xyzw) > yiré%/xwﬂ(x)ﬂ(yzw)

de donde deducimos que

Vo, w(xz) > n(z)n(2), y por tanto my (x| z) =m(z)=m4.(z | yzw)

Supongamos ahora que, fijado z, existe un 6 € X tal que 7(éyzw) < w(6)w(yzw), esto
m(zyzw)
m(yzw)

es mq (z | yzw) = , para todo z y para algin y y w. Un razonamiento analogo
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al anterior nos permite deducir que mq (2 | yzw) = Wréizw) , Yayw, mg(z | zw) =
L Vew, y que mg (x| yz) = D5 ey,

Por I(X | ZUW | Y) tenemos que para todo z,w

T(ryzw)  w(rzw)

m(yzw)  w(zw)
ypor I(X | ZUY | W) tenemos que para todo z,y se satisface que

T(xyzw) _ T(xyz)
m(yzw)  w(y2)

y por tanto Yzyw tenemos que

T(zzw) _ T(xyz)
T(zw) T(yz)

T4, (v | yzw) =

luego tenemos que maxew{m(zzw)7(yz)} = maxyew{7(2zyz)r(zw)} y por tanto ten-
m(zyz) _ w(zz)

emos que m(zz)w(yz) = w(xyz)7(z), v asi ) = )

En especial, esta relacion también serd cierta para 6, de donde tenemos que

T(dyzw)
n(y7w)

T(6z) = 7n(z) =7m(z2) T(z)m ()

Luego mq (z | 2) = %%l y por tanto tenemos que en cualquier caso 74 (z | yzw) =
74, (2 | ), concluyendo que I(X | Z | Y UW). o

Sin embargo la definicién anterior no satisface la propiedad de simetria; para ello veamos el
siguiente contraejemplo, donde tenemos una distribucién de posibilidad 7 sobre tres variables

bivaluadas X,Y y Z que toma los siguientes valores:

11121 | 1.0
11122 | 0.3
z1Y221 | 0.6
T1Y229 | 0.1
x99t 21 | 0.6
Toy 29 | 0.2
T9y221 | 0.4
Toy229 | 0.1
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En este caso se satisface que 7y (2 | yz) = mq. (2 | 2) es decir I(X | Y | Z) y sin embargo

tenemos que mq (Y2 | 2222) # 4. (y2 | 22) por lo que =I(Y | Z | X).

Esta propiedad se podria recuperar definiendo una relacién I’(. | . | .) mediante I'(X | 7 |
Yye (X | Z|Y)yI(Y | Z]| X)!, pero habria que estudiar si se siguen conservando las

restantes propiedades.

Para finalizar el estudio de las distintas definiciones de independencia en la teoria de la
posibilidad utilizando el condicionamiento de Dempster, consideraremos la definicién 3.7, en
la que se establece una relacién de independencia en base a una relaciéon de similaridad entre
las distribuciones de posibilidad condicionadas. Asi si ~ es una relacién en el conjunto de las

distribuciones de posibilidad definidas sobre X, se define la independencia mediante

Definicién 3.12 (D4) Similitud entre Distribuciones.

I(X|Z|Y)e e |yz) ~7mq(x ] z), Yy tal que n(yz) > 0. (3.15)

Podemos considerar distintas alternativas para definir la relacién ~; veamos algunas de

ellas:

Isoordenacidn:
La idea de isoordenacion entre distribuciones estd basada en considerar una distribucién
de posibilidad, como un formalismo donde se representa la incertidumbre como una
preferencia entre sucesos. Asi, sobre aquellos sucesos que son raros, irrepetibles o bien
para los que no tenemos datos estadisticos, es posible pensar que unos sucesos son méas
posibles que otros, aunque no seamos capaces de asignar unos valores precisos a la
distribucién de posibilidad. Por tanto, el valor numérico que se asigna no es relevante,

sino que estamos interesados en el orden de las magnitudes.

Si pensamos que una distribuciéon de posibilidad, esencialmente, establece una orde-
nacién entre los valores que una variable puede tomar, y considerando que la cuantifi-
cacién de los grados de posibilidad es secundaria, entonces podriamos decir que dos
distribuciones de posibilidad son similares cuando establecen la misma ordenaciéon. Mdés

formalmente, podemos definir la relacién ~ mediante

T~ eV, [r(z) < w(2)) & 7'(x) < 7'(2")).

!Esta posibilidad de simetrizar una relacién de independencia con posibilidades tambien la podemos en-

contrar en [68]
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Semejanza:
Hablaremos de similaridad entre distribuciones de posibilidad cuando los grados de
posibilidad de las distribuciones para cada valor sean semejantes. Concretamente, dis-
cretizamos el intervalo [0, 1] y decimos que dos distribuciones son similares si sus respec-

tivas discretizaciones coinciden. Para ello, consideramos m un entero positivo cualquiera

y sean {ag}tr=o,. m tales que ag < @y < ...< ay, con ag =0y a,, = 1. Si denotamos
Iy = [ag—1,ak), k=1,...m =1,y I, = [a_1, @] entonces definimos la relacién ~
mediante

T~rn' e Ve 3k e{i,...,m} tal que 7(x),7'(z) € I}.

Esta definicién es equivalente a la siguiente, establecida en términos de a-cortes de la
distribucién:
Tt e C(r,ap)=C(n,ap) Ve =1,...,m—1

donde C(m,a) = {z | 7(z) > a}.

ag-Igualdad
Esta dltima alternativa consiste en definir ~ considerando un umbral aq, a partir del cual
se considera interesante discriminar entre los grados de posibilidad de dos distribuciones,
de forma que los valores cuyos grados de posibilidad sean inferiores al umbral no se
consideren relevantes. En términos de los a-cortes de las distribuciones, esta relacién ~

se expresarfa de la siguiente forma:
T~n' & O(r,a)=C(r',a) Ya > ag,
definicién que resulta equivalente a

T~ e C(r,a0) = C(x' ap) y 7(2) = 7'(z) Vo € C(r, ap).

Nuestro objetivo ahora es ver qué axiomas cumplen la anterior definicién de independencia
cuando utilizamos las distintas definiciones de similitud entre las distribuciones de posibilidad
condicionadas mq(z | yz) vy mq(@ | z). Abordaremos este problema de forma general, esto es, ,
estudiaremos qué tipo de propiedades para ~ son suficientes para garantizar que la relacién

de independencia asi definida satisfaga un conjunto determinado axiomas.

En primer lugar, es obvio que A1l (Independencia Trivial) se cumplird si ~ es una relacién
reflexiva. También es evidente que la transitividad de ~ garantiza la propiedad A5 (Con-
traccién). Si ademads, ~ es simétrica, entonces puede deducirse facilmente que se verifica A3
(Descomposicién) si y sélo si se verifica A4 (Unién Débil). Por tanto parece que las relaciones

de equivalencia ~ son buenas candidatas para definir la independencia.
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Una condicién suficiente para que se verifique A3 es que ~ cumpla la siguiente propiedad:

Propiedad:

Sea {75} una familia de distribuciones de posibilidad tales que

Ts(z) = fs/\(j), Va

donde \s son valores reales positivos menores o iguales que uno, por tanto max, fo(z) = A,

y sea w'(x) la posibilidad obtenida mediante

, _ max, fs(x)
m(z) = maxg Ag
entonces
Ts~w Vs>~ (3.16)

Proposicion 3.4 Condicion suficiente para que la definicion 3.12 cumpla A3 (Descom-
posicion) es que ~ cumpla la propiedad 3.16. Ademds en el caso en que las distribuciones
sean estrictamente positivas, y ~ sea una relacion de equivalencia, el cumplimiento de la

propiedad anterior también garantiza que se verifique A6 (Interseccion).

Demostracién.

A3: I(X | Z|YUW)= I(X|Z|Y)
Por satisfacerse el antecedente tenemos que 7(z | yzw) ~ 7(z | z), Yyzw. Fijemos vy, z,
y llamemos f,(2) = m(ayzw), A\, = 7(yzw), luego tenemos que 7(z | yzw) = MMQ y

entonces
maxy, fu ()

maxy,, Ay

de donde tenemos I(X | Z | V).

~ m(z | 2), o sea ~m(z | 2)

A6: (X |YUZ | W)&IX|ZUW |Y)=1(X|Z|YUW)
Supuesto que las distribuciones son estrictamente positivas, tenemos que 7(z | yzw) ~

(x| yz) v que w(z | yzw) ~ w(z | zw) para todo yzw. Por simetria y transitividad
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tenemos que w(z | yz) ~ w(z | wz) Vyzw. Sea f,(z) = m(zwz) y sea A, = 7(zw),

entonces m(x | zw) = MMQ luego tenemos que

max,, fu() T(x2)
o h (x| yz), esto es ) = (x| yz)

y como 7(z | yzw) ~ w(z | yz), entonces por transitividad y simetria tenemos que

(x| yzw) ~ w(z | 2), Yyzw. ]

Por tanto, toda relacién de independencia posibilistica definida en términos de una relacién
~ que sea de equivalencia y verifique 3.16 cumple las propiedades Al, A3-A5 y si la dis-
tribuciéon de posibilidad es estrictamente positiva también cumple A6. La tnica propiedad
que queda fuera es la Simetria (A2), lo cual resulta curioso pues es una de las propiedades

de independencia aparentemente mas intuitivas.

Corolario 3.1 Las relaciones de independencia posibilistica de Isoordenacion, Semejanza y
ag-lgualdad cumplen A1y A3-A5. Ademds cuando la distribucion de posibilidad es estricta-

mente positiva también cumplen A6.

Demostracién.

Es inmediato comprobar que las distintas relaciones de similaridad expresadas son de

equivalencia y verifican 3.16. a

Para finalizar, veamos que no se satisface el axioma de simetria; para ello consideremos

los siguientes contraejemplos y veamos como I(X |0 |Y)y -I(Y | 0] X).

Isoordenacién

Sean X,Y variables bivaluadas, sobre las que definimos la siguiente distribucién de posi-

bilidad

ziyp |1
z1y2 | 0.8
xoyyr | 0.7
xoys | 0.7
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En este caso, si consideramos las medidas marginales sobre X tenemos un orden x5 < 21,
y al considerar las condicionales w(. | y1),7(. | y2) vemos como ese orden se sigue
manteniendo. Sin embargo, si consideramos el orden para Y tenemos que y3 < y1 ¥

cuando condicionamos a z; tenemos que y3 4 y1.

Semejanza

Tomemos la misma distribucién que en el caso anterior, y consideremos la siguiente
discretizacién del intervalo [0,1]: Iy =[0.9,1]; [ = [0.7,0.9); I3 = [0,0.7). En este caso
tenemos que w(1), (21 | .) € I; vy que w(a3),m(x2 | .) € Iy, por tanto I(X | @ | V).
Sim embargo, m(yz) € Iz y m(y2 | @2) € I1, luego no se satisface I(Y | 0 | X).

ag-Igualdad

&

En

De nuevo tomemos dos variables X,Y con X que toma valores en {zy,22} e Y en
{y1,y2,y3}. Supongamos que tomamos como umbral un valor ag > 0.5, y que tenemos

la siguiente distribucion de posibilidad

z1yp | 1.0
z1y2 | 0.4
z1ys | 1.0
x9yp | 0.5
x9yy | 0.2
xoys | 0.4

En este caso tenemos que w(21) = w(21 | .) = 1, y que w(ag),m(22 | .) < ag. Por
tanto, s6lo estamos interesados en la igualdad de los valores para z1 y se satisface la

independencia. Veamos como no se satisface I(Y | § | X), para ello consideremos que
T(ys | z1) =7(ys) =1 # 7(ys | x2) = 0.8.

Condicionamiento de Hisdal

esta seccidon emplearemos el condicionamiento de Hisdal, 7, como operador de condi-

cionamiento en lugar del condicionamiento de Dempster. Por tanto, analizaremos cémo

formular las distintas definiciones de independencia, asi como las distintas propiedades que

se satisfacen.
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En primer lugar estudiaremos la independencia considerando el hecho de no modificar
la informacién al condicionar. En este caso, tomamos como base de la comparacién a una

relacion de igualdad entre las distribuciones condicionales.

Definicién 3.13 (H1) No modificar la informacion.

I(X|Z|Y)e (e |yz)=mp(z ] 2), Va,y,z2. (3.17)

Cuando consideramos esta definicion tenemos

Proposicion 3.5 La relacion de independencia definida 3.13 satisface los axiomas A1, A§-

A6. No satisface la simetria.

Demostracién.

Los axiomas A1l y A5 tienen una demostracion inmediata. El axioma A4 se deduce
directamente a partir de A3. Demostraremos los axiomas A3 y AB6.
A3: Descomposicion: (X | Z|YUW)=I(X|Z]|Y)

Que se satisfaga [(X | Z | Y U W) equivale a decir 7(2 | yzw) = mp(2 | 2), Veyzw.
Veamos que 7p(z | yz) = mp(z | 2), Vayz. Haremos un estudio por casos. A lo largo de
la. demostracién siempre que hablemos de posibilidad condicionada, nos referiremos al

condicionamiento de Hisdal, por lo que omitimos el subindice.

Sabemos que m(zyz) = maxew T(zyzw). Sea K € W aquel valor para el que se alcanza
el maximo, esto es m(xyz) = w(zyzk). Por satisfacerse la independencia, w(z | yzk) =

m(2 | z). Veamos los distintos valores que puede tomar 7(z | yzr)
a) Supongamos que 7(x | yzk) = w(ayzk) con T(xyzk) < w(yzk) < 1,

Por satisfacerse la independencia w(z | z) = m(2yzr). Luego tenemos que 7(z | z) =

m(xz) < m(z) y por tanto
T(ayz) = w(ayzr) = w(xz) < 7(2)

Para obtener la igualdad al utilizar el condicionamiento de Hisdal, basta con comprobar
que m(zyz) < m(yz) y por tanto m(z | yz) = w(zyz) = w(z | z). Pero por considerar
distribuciones de posibilidad tenemos que w(yzw) < 7w(yz), Yw, y como w(azyzr) <

T(yzk) tenemos que m(zyz) = w(xyzkr) < w(yzr) < w(yz) y por tanto w(z | yz) =
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T(ayz) = w(zz) = 7(a | 2).
b) En este caso consideramos que w(zyzk) = w(yzk), es decir w(z | yzr) = 1, y por

tanto, por satisfacerse I(X | Z | Y U W) tenemos que 7(z | z) = 1.

Partimos de que w(zyz) = w(zyzk) = w(yzk) y tenemos que demostrar la igualdad
entre m(zyz) = w(yz). En una distribucién de posibilidad tenemos que w(yz) =
max,ew T(yzw). Sea k' € W aquel valor en el que se alcanza el maximo, es de-
cir m(yz) = w(yzk'). Entonces, por satisfacerse I(X | Z | Y U W), tenemos que

(@ | yzr') = w(z | z) = 1 y por tanto tenemos que w(zyzr') = 7(yzr').
Luego llegamos a que:
m(yz) = m(yzr') = m(ayzr’) < w(ayzk) = w(2yz) < 7(y2)
de donde podemos deducir que m(zyz) = 7(yz) v por tanto n(z | yz) =1 =7(a | 2)

Hemos demostrado que en todos los casos se satisface que 7, (2 | yz) = mp(z | 2).
A6: Interseccién: I(X | YUZ | W)y (X |ZUW|Y)=> (X |Z|YUW).

Por satisfacerse las relaciones de independencia para el antecedente de la implicacién
sabemos que (2 | yzw) = mp(x | yz) = wp(2 | zw). Nuestro objetivo es demostrar
que Yazyzw, mp(x | yzw) = 7p(z | 2). De nuevo suprimiremos el subindice para el

condicionamiento a lo largo de la demostracion.

Sabemos que m(zz) = maxyeyw T(zyzw). Sean v € Y,k € W dos instanciaciones
de las variables de forma que w(22) = wm(zyzr). Por satisfacerse los antecedentes del
axioma, tenemos que w(z | yzk) = (x| v2) = 7(a@ | 2r). Nuestro primer objetivo es
demostrar que, fijado z,z, 7(z | v2k) = 7(a | z). Veamos los distintos casos que se

pueden presentar:

a) Supongamos que 7(x | yzK) = w(z | v2z) = w(a | zr) < 1.
En este caso tenemos w(x | vzr) = w(2yzr) < w(yzk). Entonces tenemos que
T(xz) = m(ayzk) < 1(y2zk) < maxyueyw T(yzw) = w(z) y por tanto se satisface
que (x| z) = w(zz) = T(ayzr) = (@ | y2K).

b) Supongamos ahora que 7(z | yzr) = w(2 | y2) = 7(2 | 2k) = 1.
Demostraremos que 7(z | z) = 1, o de forma equivalente que 7(zz) = 7(z). Para
ello, supongamos que 7(z) > w(zz) y llegaremos a una contradiccién.
Sea m(xz) = maxy, T(zyszw) = n(avyzkK), sl 7(z) > 7(az) es porque existen 2, y’, w’

tales que 7(2'y'zw’) > 7(2yzk). Luego tenemos la siguiente desigualdad

m(zy'zw') < w(ayzr) = m(2z) < 7(2) = w(a'y zw’)
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Pero por satisfacerse el antecedente de la implicacién tenemos que 7(z | y'zK) =
(x| zr) =w(x | y'z), y como w(z | zk) = 1 tenemos que 7(x | y'z) = 1. De nuevo,
por satisfacerse el antecedente de la implicacién, tenemos que w(z | y'z) = 7(x |

y'zw'), de donde deducimos que w(z | y’2w’) = 1 o de forma equivalente que
m(zy'2w’) = 7(y 20’) = max w2y’ 2w’) > 7(a’y 20")
X
con lo que llegamos a la contradiccién, por tanto 7(z | z) = 1

Con el razonamiento anterior, tenemos probado que, fijado 2z, (2 | vzr) = (x| 2).

Veamos ahora que se satisface que Yy, w w(z | yzw) = (x| 2).

Para ello, consideremos fijado z,z y supongamos que existen 4/, s’ tales que w(z |

v'zKk") # w(z | 2), y llegaremos a una contradiccién.

Por satisfacerse los antecedentes de la implicacién tenemos, fijados z, z,7’, que
Vw, w(x|y'zw)=7(x]q'2).

En especial tenemos que

7l | 5'20) = 7o | 7'2) = 7(x | 7'20).
Ademas, tenemos que w(z | yzr) = w(z | 2k), Yy y en especial

(x| v'2Kr) = 7(z | 28) = (2 | y2K).
de lo que deducimos que

(x| Y'26") = w(x | y2K) = 7(z | 2).

llegando a una contradiccion.

Por tanto, podemos concluir que V z,y, z, w tenemos 7 (z | yzw) = (x| 2). O

Nos quedaria por ver que no se satisface la simetria. Para ello consideraremos el siguiente
contraejemplo, donde obtenemos que I[(X |0 |Y) % I(Y |0 | X), con X e Y variables que

toman valores en {x1, 29,23} v {y1, Y2, Y3} respectivamente.



138 Teoria de la Posibilidad: Concepto de Independencia. Estimacidn.

z1yp | 1.0
z1y2 | 0.6
z1ys | 0.7
x9yp | 0.5
x9ys | 0.5
x9ys | 0.5
x3yp | 0.4
x3ys | 0.4
x3ys | 0.4

Podemos ver que 7,(z | y) = w(z), Vay, esto es mp(2q1 | ) = 7(21) = 1, mp(ze | ) =
m(x2) = 0.5y mp(2s | .) = m(x3) = 0.4, sin embargo tenemos que 7 (y2 | 22) = 1 # 7(y2)
0.6.

Siguiendo con el esquema de la seccién anterior, pasamos a considerar la definiciéon de
independencia como no ganancia de informacién tras condicionar. De nuevo utilizamos la

inclusiéon como la representacion de la no ganancia de informacién.

Definicién 3.14 (H2) No ganancia de informacion

I(X|Z|Y)e m(e|yz) > mp(z] z), Ve,y,z. (3.18)

La siguiente proposicién nos da una forma alternativa para testear la independencia como

no ganancia de informacién.

Proposicion 3.6 La definicion 3.14 es equivalente a

I(X|Z|Y)en(zyz) =n(zz) A7(yz), Va,y,z. (3.19)
Demostracién.

En la demostracién eliminaremos el subindice en el condicionamiento de Hisdal. Supong-

amos fijado z, z

a) w(z|yz) > w(z ] z) = m(zyz) = 7(xz) A n(yz).

1. Supongamos que w(z | yz) = w(xzyz). Entonces tenemos que w(zyz) < 7w(yz).

Consideremos las distintas posibilidades para 7(z | 2).
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(a) m(x | 2) = w(2z), esto es w(zz) < w(z): Como partimos de que 7(z | yz) >
7(x | z), obtenemos que w(xyz) > 7(xz), y por tratarse de una distribuciéon de
posibilidad (7w(zz) > w(zyz)), la Unica posibilidad es que 7w(zz) = 7(2yz) <
m(yz), y por tanto m(zyz) = w(zz) A w(yz).

(b) m(2 | z) = 1: Tenemos que w(z | yz) > 7(a | z) = 1, con lo que llegamos a una
contradiccién, pues partimos de que w(z | yz) = w(zyz) < w(yz).

2. Supongamos entonces que 7(z | yz) = 1, por tanto m(xzyz) = 7n(yz). Por tratarse
de una distribucién de posibilidad tenemos que 7(zyz) < w(zz). Luego w(ayz) =

m(yz) < m(xz), con lo que w(zyz) = w(z2) A 7(yz)
b) m(z | yz) > m(z | 2) < w(ayz) = w(zz) A m(yz).

1. Supongamos que w(zyz) = 7(yz) < w(zz). Entonces m(z | yz) = 1, y por tanto
(x| yz) > w(x | 2).
2. Supongamos que w(zyz) = 7(2z) < 7(yz) < 7(2). Entonces w(z | yz) = w(2yz) =

7(xz). De donde tenemos que w(z | z) = n(xz) por lo que 7(x | yz) = 7(a | z).

Si consideramos el caso particular de independencia marginal (es decir, cuando Z = (),
entonces obtenemos el concepto de no interactividad para medidas posibilisticas o conjuntos
difusos introducido por Zadeh en 1978 [175]:

IX|01Y) & w(ey) =m(z) Am(y).

Cuando consideramos la definiciéon de independencia como no ganancia de informacién, pode-

mos demostrar la siguiente proposicion:

Proposicién 3.7 La definicion de independencia posibilistica dada por la expresion 3.18 (o

por 3.19) satisface los axiomas A1 - Ab.

Demostracién.

Las demostraciones son inmediatas, basandose en 3.19, por lo que las omitiremos. O

Para demostrar que no cumple la interseccion (A6) basta tener en cuenta el siguiente
contraejemplo, donde X,Y.,Z W son variables bivaluadas, con la siguiente distribucién de

posibilidad conjunta.
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T1y1z1wy | 1.0 Toy121wy | 0.9
T1y121we | 0.8 Toy1 21wy | 0.8
T1y129wy | 1.0 Toy1 29wy | 1.0
T1y1 29wy | 1.0 Toyrzowsy | 1.0
T1y221wy | 0.9 Toyszrwy | 0.9
T1y2z1wy | 1.0 Toyszrwy | 1.0
T1yg29wy | 1.0 Toygzowy | 1.0
T1Yg29wy | 1.0 ToyYgzowy | 1.0

En este caso, podemos ver como m(zyzw) = 7(2yz) A m(yzw), es decir I(X | ZUY | W)
y m(zyzw) = w(zzw) A n(yzw), esto es [(X | ZUW | Y). Sin embargo tenemos que
T(x2y1z1w1) = 0.9 # {m(2221)AT(y121w1)} = 1,y por tanto no se satisface I(X | Z | Y UW).

Si continuamos el paralelismo con la seccién anterior, podemos definir el condicionamiento

por defecto para el condicionamiento de Hisdal, 7, mediante

() simp(z | y) > m(z) Ve
(x| y) si 32’ tal que mp(a’ | y) < w(a’).

Th(a | y) = {

En este caso es facil ver que 7, (2 | yz) = w(z) si v sélo si se satisface la siguiente relacién.

Vo w(zyz)=rm(z)A7(yz).

La relaciéon de independencia quedaria definida como

Definicién 3.15 (H3) No ganancia de Informacion.

I(X|Z|Y)en(z|yz)=mp (2] 2), Veyz (3.20)

La siguiente proposiciéon nos muestra como la inica propiedad que no se satisface es la de

simetria.

Proposicion 3.8 La definicion de independencia posibilistica 3.15 satisface los axiomas Al,

A3-A6.

Demostracién.
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La demostracion para los axiomas A1l y AB es directa, para el axioma A4 se deduce

inmediatamente a partir de A8. Demostraremos el resto de los casos.

A3: Descomposicién: (X | Z |YUW)=>I(X|Z|Y).

Supongamos primero que existe un § € X tal que 7, (6 | yzw) < @(§). En este caso,
para todo z mp, (2 | yzw) = mp(z | yzw). Veamos que 7, (z | 2) = mp(z | 2). Para
ello, basta considerar que por I(X | Z | Y U W) tenemos que para todo z se satisface

Th (@ | yzw) = 7 (@ | z) v en especial para § € X, luego tenemos que
Th (0| 2) = Th (6 | yzw) = mh(6 | yzw) < w(0).

Luego tenemos que Yz, (2 | yzw) = 7p(z | 2) Ademds, por ser la igualdad una relacién
de equivalencia tenemos que, fijado z, para todo z,y,w 74(x | yzw) = 7p(z | 2). Por
tanto, con un razonamiento analogo al dado para el axioma de descomposicién en la
proposicién 3.5, podemos concluir que para todo @, mp(z | yz) = mu(a | 2). En especial
para § € X se satisface la relacién, por lo que m,(6 | y2z) < 7(8) y por tanto concluimos

que T (@ | yz) = mp (2| 2).

Supongamos entonces que 7 (2 | yzw) = w(z), esto es para todo z, tenemos que
T(zyzw) = w(z) A w(yzw), v queremos llegar a demostrar que Vz,y,z w(zyz) =
m(x) A 7w(yz).

Sea r aquel valor para el que se cumple 7(yzk) = max,, 7(yzw) = 7(yz). Por I(X |
Z 'Y UW), tenemos que Yyw, m. (2 | yzw) = w(z), luego para x tenemos que

Va, m(zyzr) = 7(2) A m(yzr). Veamos las distintas posibilidades.

1. Supongamos que w(zyzk) = w(z): En este caso, tenemos que se satisfacen las

siguientes desigualdades
T(axyzr) = w(z) > w(ayz) > 7(zyzk)

por lo que w(zyz) = 7(x).

2. Supongamos que 7(zyzk) = w(yzk) < w(z): Como 7(yzk) = 7(yz), tenemos que

se satisface la siguiente desigualdad
m(xyzr) = w(yzk) = 7(yz) 2 7(wyz) = 7(vyzk)

de lo que deducimos que w(zyz) = w(yz) < 7(x).
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Por tanto, podemos concluir que Va, w(xyz)= m(2)A 7(yz)y por tanto mp (z | yz) =

m(x) = mp (2] 2).
A6: Interseccién: I(X | ZUY [W) & I(X | ZUW |Y)=>I(X|Z|YUW).

Supongamos que, fijado z, existe un § € X tal que 7(é | yzw) < 7(6), esto es para todo

z, T (x| yzw) = (x| yzw). Por tanto tenemos que
(6| yzw) = mp(6 | z2w) = Tp(6 | yz) < 7(6)

Con un razonamiento andlogo al que se hizo para el axioma de interseccién en la
proposicién 3.5, podemos concluir que para todo z, mp(z | yzw) = mp(z | z). Luego,

para é € X, tenemos que 7,(6 | 2) < w(6), concluyendo que 7y, (2 | yzw) = 7 (2 | 2).

Supongamos entonces que m (z | yzw) = w(z). Queremos demostrar que 7 (2 |
yzw) = 7 (@ | 2) = () para todo y, z,w. Para ello, demostraremos primero que se

satisface m (2 | 2) = m(2), esto es w(22) = w(z) A 7(2).
Sean 7, k los valores que hacen que m(2y2k) = max,,, T(zyzw) = 7(xz). Por satisfacerse
I(X|ZUY | W) tenemos que
(@ | yew) = w(e) = m (2 [ y2) = mp (@ | y2)
y por satisfacerse I(X | ZUW |Y), tenemos que
Tho(@ | yz6) = 7(2) = mp (2 [ 28) = 7p (2 [ 725)

Luego, m (2 | y2r) = w(z), esto es, Va, m(zyzk) = 7(2) A 7(y2k). Consideremos los
distintos casos:
1. Si m(zyzk) = m(x). Se obtiene de forma directa que 7(22) = w(z) < 7(z).

2. Supongamos que w(zyzk) = T(y2zr) < w(z): En este caso, tenemos que demostrar
que m(zz) = w(z). Supongamos que esta relaciéon no es cierta. Entonces existen

7', k' tales que
(y'2k") = 7(2) > w(22) = w(xyzkK) = 7(y2K),

donde m(zv'zr') < w(ayzr) = w(xz) < w(a) y por satisfacerse las relaciones

de independencia en el antecedente, tenemos que 7 (z | v'z8’) = 7(2) y como
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m(2y'zr") < m(2), la tnica posibilidad es que se verifique que 7(zy'zk") = 7(y'zK").

Por tanto, tenemos la siguiente desigualdad.
m(avy'z8") < w(ayzr) = m(yzr) < 7(y'26") = T(avy'zr)
con lo que llegamos a una contradiccién. Luego 7(zz) = 7(2)

Por tanto, podemos deducir que, Vz,7(22) = m(z) A7(2) y por tanto m, (2 | z) = 7(z).

Luego tenemos que 7, (z | yzw) = 7 (2 | 2) = 7(2). 0

Finalmente, demostraremos que no se cumple el axioma de simetria en base a un contrae-
jemplo. Para ello consideremos que la variable X tomando valores en {z1, 25,23}, y que Y y

Z son variables bivaluadas. Supongamos la siguiente distribuciéon conjunta de posibilidades:

1121 1 x9yn 21 | 0.7 x3y1 21 | 0.3
11122 | 0.6 T911 29 | 0.6 x3y1 22 | 0.3
x1Yy221 | 0.7 Toy221 | 0.7 x3y221 | 0.3
T1Y229 | 0.4 ToY229 | 0.4 x3y229 | 0.3

Podemos ver que 7, (2 | yz) = mp (2 | 2) = (), para todo zyz. Sin embargo, tenemos

que T (y2 | 22) = 0.4 < 7w(y2) = 0.7,y que my.(y2 | w122) = 0457, (y2 | w222) = 04575 (2 |
x3z2) = 1. Por tanto, = I(Y | Z | X).

Entre las definiciones de independencia anteriores se puede establecer la siguiente relacion:
La relaciéon de independencia como no ganancia de informacién (H1) es la relacion maés
estricta, pues si se verifica la independencia con esta definicién también se verifica con las
otras dos definiciones de independencia. Ademds, la relacién de independencia utilizando el

condicionamiento por defecto (H3) es mas estricta que la no interactividad condicional (H2).

Corolario 3.2 Las distintas definiciones de independencia, utilizando el condicionamiento

de Hisdal, satisfacen la siguiente relacion.

H1l = H3 = H2.
Demostracién.

H1 = H3: Directo.
H3 = H2: Si 7w (2| y2) = (2 | yz) = (2 | 2) = 7 (2 | 2), entonces es claro que
(| yz) > (x| 2).
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Si wp, (2| yz) = w(x) = (2 | ), entonces se satisface que Vo, m(zyz) = 7(z) A 7(yz2)
A m(z). Es inmediato ver que entonces w(zyz) = 7(x2) A 7(yz),

y que w(zz) = 7(a y
> (x| 2). ]

~— e

por tanto mp(z | yz

Los siguientes contraejemplos nos permiten ver que el reciproco no tiene porque ser cierto.
La distribuciéon dada para el contraejemplo anterior es valida para demostrar que H3 # H1.

En ella podemos ver como se satisface I(X | Z | Y) con la definicién H3 y sin embargo

Th(2g | yazo) = 0.4 # w2 | 29) = 1.

La siguiente distribucién nos permite demostrar que H2 %A H3, donde X,Y, Z son vari-

ables bivaluadas

T1y121 | 0.2
T1y122 | 0.6
T1Yy221 | 1.0
T1Y222 | 0.8
Toy121 | 0.2
Toy122 | 0.6
Toye2z1 | 0.5
ToyYgzg | 0.7

Podemos ver como w(zyz) = w(zz) A w(yz) para todo zyz, es decir, es I(X | Z | Y) con la
definicién H2 y sin embargo tenemos que m, (22 | 1121) = 0.7 # mp (22 | 1) = 0.5 y por
tanto =/(X | Z | Y) con la definicién H3.

Pasemos ahora a considerar la otra alternativa para una definicién de independencia condi-
cional. Esto es, considerar una relacién de similaridad ~ sobre el conjunto de las medidas de

posibilidad y definir la relaciéon de independencia como

Definicién 3.16 (H4) Similitud entre distribuciones.

I(X|Z|Y)em(z]|yz) (e ] 2) (3.21)

Al igual que hicimos en la seccién anterior, nos planteamos estudiar las propiedades que
debe cumplir la relacién de similaridad para garantizar el cumplimiento de un conjunto de
axiomas. Partiremos de que ~ es una relacién de equivalencia, con lo que se garantiza que se
cumplan los axiomas Al (por reflexividad), A5 (por transitividad). Veamos qué propiedades

se tiene que exigir a ~ para que se satisfaga el axioma A3 (y por simetria el A4).
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La primera propiedad que le exigimos a la relacién de equivalencia es que preserve los

unos. Esto es:

Definicién 3.17 Una relacion de equivalencia ~ entre distribuciones de posibilidad se dice

que preserva los unos si y solo si ¥ wy, mo

T~ Ty = Va[r(2) = 1 & me(x) = 1]

La segunda propiedad que le exigimos a la relaciéon ~ es la siguiente:

Propiedad:
Sea {rs(x)} una familia de distribuciones de posibilidad, y sea ©' la distribucion de posibilidad

obtenida mediante 7'(x) = max, w5(x). Entonces

Ts~w Vs> a7 (3.22)

Proposicion 3.9 Condicion suficiente para que se cumpla A3 (Descomposicion) es que ~
sea una relacion de equivalencia que preserve los unos y verifique la propiedad 3.22. Ademds,

el cumplimiento de esas propiedades garantiza que se verifiqgue A6.

Demostracién.

ABIX|Z|YUW)=I(X]|Z]Y)
Partimos de que w(z | yzw) ~ 7(x | 2), y queremos demostrar que 7(z | yz) ~ 7(z | 2).
Supuesto que se satisface la propiedad 3.22, es suficiente con demostrar que 7(z | yz) =

max,, 7(z | yzw). Estudiaremos los distintos casos:

1. Supongamos que max,, 7(z | yzw) < 1: En este caso, tenemos que para todo w
se satisface m(z | yzw) = w(zyzw) < w(yzw) < 1. Sea € W la instanciacién
para la que w(2yz) = w(zyzk), donde ademds max,, 7(z | yzw) = 7(ayzk). En
este caso, tenemos que w(zyzr) < m(yzr) < max, T(yzw) = 7w(yz). Por tanto,
(x| yz) = w(ayz) = T(2yzk) = max, 7(z | yzw).

2. Supongamos que max,, 7(z | yzw) = 1: Por ser ~ una relacién de equivalencia que
preserva los unos, tenemos que para todo w € W, se satisface m(z | yzw) = 1, esto
es m(zyzw) = w(yzw). Por tanto w(zyz) = 7(yz) y en consecuencia w(z | yz) =

1 = max,, 7(z | yzw).
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Podemos concluir que 7(z | yz) = max,, 7(2 | yzw), y por 3.22 tenemos que 7(z | yz) ~

(x| z).

A6IX|YUZ|W)&IX|ZUW |Y)=I(X|Z|YUW):

Partimos de que se satisfacen las siguientes relaciones de similaridad
(x| yzw) ~ w(z | yz) ~ w(z | 2w), Yyzw

En particular, 7(z | y2) ~ n(z | 2w), Vy Yw. De forma analoga a como hemos procedido
anteriormente, es posible demostrar que 7(z | z) = max, 7(z | yz). Por tanto, aplicando
la propiedad 3.22 obtenemos que 7(z | z) ~ w(a | zw), Yw. Puesto que w(z | zw) ~

7(x | yzw), deducimos por transitividad que 7(z | 2) ~ n(z | yzw), Vyzw. O

Corolario 3.3 La relacidn de independencia posibilistica considerada como similaridad entre
distribuciones (def. 3.16), donde ~ es una relacion de equivalencia que preserva los unos y

verifica la propiedad 3.22, satisface los aviomas A1, y A3-A6.

Demostracién.

Es directa, y por tanto la omitiremos. a

El exigirle a la relacién de equivalencia que preserve los unos puede parecer demasiado es-
tricto. Por ejemplo, consideremos la independencia como una relacién de semejanza entre los
valores de las distribuciones, y consideremos los conjuntos de intervalos 7 = {Iy, I5,..., I},
con I, = ag, 1],y I' = {L, Iy,.... I}, I} .1}, con I} = [ag,1) e I .y =[1,1]. Supongamos
dos distribuciones de posibilidad 7, 7', tales que Ya, tenemos que 7(z), 7'(2) € I, con ay lo
suficientemente cercano a 1 como para decir que las dos distribuciones se pueden considerar
similares utilizando la particién Z. Sin embargo, podria ocurrir que para un é en particular
T(6) =1y ar < 7'(6) < 1. Con estos valores, al utilizar la particién Z’, obtenemos que las
dos distribuciones no son similares. Cuando utilizamos esta clase de relaciéon de similaridad
entre distribuciones para determinar una relaciéon de independencia, nos parece un poco es-
tricto que, con esta minima diferencia entre los conjuntos Z e Z’, se puedan obtener distintos

resultados para los tests de independencia.

Para solucionar este problema, podemos imponer a la relacién de similitud la siguiente

propiedad, donde se relaja la condiciéon de preservar los unos.
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Propiedad del Sandwich:
Sean 7,7y, Ty distribuciones de posibilidad satisfaciendo que Vx,mi(2) < w(z) < ma(z). En-

tonces si T >~ Wy, se satisface que T ~ T >~ Wa.

Proposiciéon 3.10 Condicion suficiente para que se cumpla A3 (Descomposicion) es que ~
sea una relacion de equivalencia que verifique la propiedad del Sandwich y verifique 3.22.

Ademds, el cumplimiento estas propiedades garantiza que se verifique A6.

Demostracién.

Antes de considerar los axiomas, demostraremos el siguiente resultado previo:
dk € W tal que Vo, n(x | yzr) < 7(x | yz) (3.23)

Para demostrar la desigualdad, supongamos que no es cierta, es decir Yw Jz,, tal que
(2w | yzw) > w(2y | yz). Entonces tendremos que 7(x, | y2z) < (2 | yzw) < 1,y
por tanto m(z,, | yz) = 7(2wyz) < 7(yz). Ademds, si fuese 7(z,, | yzw) = 7(z,yzw)
tendriamos que m(z, | y2) = 7(2,y2) < T(2y | yzw) = 7T(2,y2zw), lo cual es imposible.
Por tanto, debe ser w(z, | yzw) = 1y n(ay,yzw) = w(yzw), Yw. Pero entonces,
T(yzw) = T(xypyzw) < m(2ywyz) < T(yz), Yw, lo cual también es imposible. Por tanto,
dk € W tal que Vz, w(z | yzr) < m(yz).

Por otro lado, con una demostraciéon similar a la realizada para el axioma A3 en la

proposicién 3.9, podemos concluir que 7(z | yz) < max,, 7(z | yzw)Vz, y por tanto

(x| yzr) < 7w(z | yz) < maxw(z | yzw), Ve.
w

Consideremos los distintos axiomas:

ABIX|Z|YUW)=I(X|Z|Y):

Por I(X | Z | Y UW) tenemos que w(z | yzw) ~ n(z | z), Vyzw. Entonces, por
satisfacerse la propiedad 3.22 tenemos que max,, 7(z | yzw) ~ 7(z | z), lo que implica
por transitividad que max,, 7(z | yzw) ~ 7(z | yzk). Aplicando ahora la propiedad del

Sandwich obtenemos que

(x| yz) @ maxw(z | yzw) ~ w(z | 2).
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A6IX|YUZ|W)&IX|ZUW |Y)=I(X|Z|YUW):

El razonamiento es similar. Partimos de que
(x| yzw) ~ w(z | yz) ~ w(2 | zw), Vyzw.

y en particular de que 7(z | yz) ~ 7(z | 2w), Vyzw. Con un razonamiento analogo al
realizado para el resultado prévio (ec. 3.23) podemos ver que existe un k € W tal que
(x| zr) < w(z | 2), Yo, y en particular, fijado z, tenemos que para este x se satisface
que m(z | zr) ~ 7(2 | yz), Vy. Ademds, se puede demostrar que m(z | z) < max,, 7(z |
zw) (demostracién analoga a la realizada para para A3 en la propopsicién 3.9) y que
por satisfacerse la propiedad 3.22 tenemos que max, 7(z | zw) ~ 7w(z | yz). Luego
tenemos que

(x| zr) <m(z]z) < mgxw(x | zw)

y por satisfacerse el principio del Sandwich tenemos que
(x| zr) ~ w(2 | z) @ maxw(z | zw)
w

Luego tenemos que Vy,7(z | yz) ~ w(a | z) y puesto que n(z | zy) ~ 7(z | yzw), por

transitividad tenemos que 7(z | z) ~ 7(2 | yzw), Vyzw. ]
De nuevo podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 3.4 La relacion de independencia posibilistica definida en 3.16, donde ~ es una
relacion de equivalencia que respeta la propiedad del Sandwich y verifica la propiedad 3.22,

satisface los axiomas Al, y A3-A6.

Es directo comprobar que los operadores de similaridad analizados, esto es, Isoordenacién,
Semejanza y ag-lgualdad, son relaciones de equivalencia y satisfacen las propiedades antes
citadas. Concretamente, Isoordenacién y ag-Igualdad preservan los unos, Isoordenacién,
Semejanza, y agp-lgualdad cumplen la propiedad 3.22, y ag-Igualdad y Semejanza verifican
la propiedad del Sandwich. Por tanto, con estos operadores tenemos que se satisfacen los
axiomas Al, y A3-A6. Veamos que no satisfacen la propiedad de simetria. Consideremos los

siguientes contraejemplos, donde omitiremos el subindice para el condicionamiento de Hisdal.
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Isoordenacién Semejanza ap-Igualdad

T1Y1 1.0

T1Y121 1.00
T1Y2 0.6

T1Y122 0.80
T1Y3 0.7

T1Y1 1.0 T1Y221 1.00
T2l 0.5

T1Y2 0.9 T1Y222 0.80
T2Y2 0.5

T2l 0.6 Ta2Y121 0.70
T2Ys3 0.5

T2Y2 0.8 To2Y122 0.50
T3y 0.4

ToYa21 0.75
T3y 0.4

To2Ya2292 0.60
r3ys 0.4

Isoordenacidn:
Tenemos que ver que al condicionar no se mantiene la misma ordenacién entre los valores
de las variables. Para ello, tomemos X,Y variables bivaluadas, con la distribuciéon de
posibilidad indicada en la tabla. En este ejemplo podemos ver que w(z1) > w(z2) y

(21| .) > w(az | .). Sin embargo, w(y1) > 7(y2) ¥y 7(y1 | 22) = 0.6 < w(yz | 22) = 1.

Semejanza:
En este contraejemplo, consideraremos X, Y, Z variables bivaluadas. Tomemos el sigu-
iente conjunto de intervalos I; = [0,0.5), Iz = [0.5,0.7),/3 = [0.7,0.8),/4 = [0.8,1]. Con
estos valores tenemos que (X | Z | Y); w(ay | yz),m(xy | 2) € Iy, Yy € Y,z € Z;
(x| yz1), (22| z1) € Is, Yy € Y w(az | yz2), (22 | 22) € Iz, Yy € Y. Sin embargo,
Ty | 2z1) € Ly y w(ys | 2221) € L.

ag-Igualdad:
Tomemos como valor ag = 0.4. Con los valores indicados para la distribucién de

posibilidad, tenemos que w(z | y) = w(z) Vay € XY. Sin embargo tenemos que
T(y2 | w2) =1 # 7(y2) = 0.6

Podemos utilizar la misma relacién de similaridad ~ utilizando, como base parala definicion

de independencia, la no interactividad condicional. La definicién resultante es la siguiente:

Definicién 3.18 (H5) Sean X,Y,Z tres variables sobre las que tenemos una distribucion

de posibilidad. Definimos la relacion ‘X es independiente de Y, dado el valor de Z’ mediante

I(X|Z|Y)e r(eyz) = n(zz) An(yz). (3.24)
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En este caso se puede probar (omitimos la demostracién por simplicidad) que para que esta
definicién de independencia cumpla los axiomas A1-A5, es condicién suficiente que ~ sea una
relacion de equivalencia compatible con la marginalizacién y la combinacién de distribuciones
de posibilidad (empleando el operador minimo como operador de combinacién), es decir:

* =~ es una relaciéon de equivalencia para distribuciones de posibilidad.

* Si m(ay) ~ 7'(2y) entonces max, w(zy) ~ max, 7'(zy).

* Sim(a) = mi(x)y me(x) ~ 75(x) entonces

(@) A moa) =~ my(z) A mh(z).

En el siguiente esquema se resumen las distintas propiedades para las distintas definiciones

de independencia.

Cond. AXiomas‘Al A2 A3 A4 A5 A6

D1 (ec. 3.10) X X X X X *
D2 (ec. 3.12) X X X X
D3 (ec. 3.14) X X X X X
D4 (ec. 3.15 ) X X X X *
H1 (ec. 3.17) X X X X X
H2 (ec. 3.18) X X X X X
H3 (ec. 3.20) X X X X X
H4 (ec. 3.21) X X X X X
H5 (ec. 3.24) X X X X X

donde ‘X’ significa que se satisface el axioma, y ‘*’ significa que sélo se satisface para

distribuciones de posibilidad estrictamente positivas.

Para finalizar esta seccion, destacaremos el hecho de que cuando utilizamos el condi-
cionamiento de Hisdal, la tnica operaciéon necesaria es la comparacion entre distribuciones
de posibilidad. Por tanto, podriamos facilmente considerar distribuciones de posibilidad va-

luadas en conjuntos diferentes del intervalo [0, 1]: Bastaria usar un conjunto (£, <) donde
,C - {Lo,Ll,. . ,Ln}

con Lo < L1 < ...,< L,, es decir es un conjunto totalmente ordenado (por ejemplo, un

conjunto de etiquetas lingiiisticas), y definir medidas de posibilidad mediante

MI:P(X)—L
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verificando:

1 I(X) = L,

2. TI(AU B) = V<{II(A),I[(B)}, VA, B C X.

donde V< es el operador maximo (supremo) asociado al orden <. En estas condiciones
podemos definir el condicionamiento y la independencia exactamente de la misma forma,

obteniendo las mismas propiedades.

3.4 Estimacion de Distribuciones de Posibilidad

En esta secciéon nos centraremos en el problema de estimar una distribucién de posibilidad.
Este proceso serd necesario siempre que utilizemos el formalismo posibilistico para representar
la incertidumbre, por ejemplo [52, 95, 174]. Los distintos valores de la distribucién se pueden
estimar tomando como base el conocimiento de un experto, o bien ser estimados en base a
un conjunto de datos empiricos. En este dltimo caso, realizando un andlisis frecuentista de
los mismos, podemos estimar una distribucién de probabilidad y por tanto, nuestro objetivo
serd el de transformar una distribuciéon de probabilidad en una distribuciéon de posibilidad.
Ademas de esta utilidad practica, el estudio de transformaciones entre probabilidad y posi-
bilidad puede ser 1til cuando necesitamos combinar informacién probabilistica y posibilistica
en sistemas expertos [73], construir funciones de pertenencia a partir de datos estadisticos
[55, 56] o para transformar probabilidades en posibilidades con el fin de reducir la compleji-
dad computacional. A nivel tedrico, nos va a permitir comprender las relaciones existentes
entre medidas de probabilidad y medidas de posibilidad, en [61] encontramos un andlisis de

ambas teorfas.

La estructura de esta seccién es la siguiente: En primer lugar consideramos las estimacién
de distribuciones de posibilidad a partir del conocimiento de un experto. Para cumplir este
objetivo, nos basamos en trabajos cuyo objetivo es el calculo de funciones de pertenencia para
conjuntos difusos. Finalmente, nos centraremos en la estimacion de medidas de posibilidad

a partir de un conjunto de datos.

3.4.1 Estimacién de posibilidades a partir de un experto.

Nuestro objetivo, dentro de esta seccién, se va a centrar en cémo obtener una medida de

incertidumbre, en especial una medida de posibilidad sobre un conjunto X, tomando valores
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{x1,29,...,2,}. Esto es, queremos obtener una distribucién de posibilidad sobre X donde

la informacién la obtenemos en base al conocimiento de un experto.

El concepto de medida de posibilidad esta estrechamente relacionado con el concepto de
conjunto difuso [58]. Para obtener los valores de la distribucién de posibilidad, parece sensato
el considerar, como base de nuestro estudio, los métodos que han sido utilizados para obtener
funciones de pertenencia para conjuntos difusos [38, 58, 122, 149, 165]. Aunque un conjunto
difuso y una distribucién de posibilidad compartan el mismo formalismo matematico, los
conceptos subyacentes son distintos. Un conjunto difuso F' puede ser visto como un valor
difuso que se asigna a una variable; si lo vemos como una medida de posibilidad F, es el
conjunto de valores (conocidos de forma precisa) que pueden asignarse a una variable, donde

no todos los valores tienen la misma posibilidad de ser asignados.

Por tanto, un conjunto difuso se puede ver como la ‘traza’ de una medida de posibilidad
sobre los singletons en X. Cuando la medida de posibilidad toma valores en el intervalo
unidad, podemos interpretar la distribucién de posibilidad 7 como la funcién de pertenencia
de un conjunto difuso F' cuyo dominio es el suceso seguro para Il. Si denotamos por F el

conjunto de los conjuntos difusos en X, tenemos que
VII 3F € F tal que H({z;}) = n(z;) = pr(2;)
donde pp(x;) se interpreta como el grado de pertenencia de z; al conjunto F'.

De forma inversa, cuando partimos de un conjunto difuso podemos obtener una medida

de posibilidad (suponiendo que el conjunto difuso esté normalizado; Jz; pp(z;) = 1)
VF e F 3 tal que H({z;}) = n(z;) = pr(2;)

Basandonos en la relacién entre distribuciones de posibilidad y conjuntos difusos, los métodos
que usaremos seran una extension directa de los utilizados para obtener funciones de perte-
nencia de un conjunto difuso. Haciendo un simil con estos métodos, el proceso es equivalente
a considerar el predicado ‘POSIBLE’ como un conjunto difuso sobre los valores de X, donde
x; es el elemento cuyo grado de pertenecia queremos obtener. Por tanto, en cierto sentido,
estamos construyendo una funcién de pertenencia sobre el predicado vago ‘POSIBLE’ en el

dominio X.

Asignacion Directa.
Este método, [38, 122, 165], consiste en seleccionar aleatoriamente un suceso z; € X.

El experto debe de responder a la siguiente pregunta

‘i, Cémo de POSIBLE es z; 7’
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La respuesta del experto debe ser un valor entre un limite inferior L; y un limite superior
L. Para ello, al experto, se le presenta una escala donde la cota inferior representa
la imposibilidad del suceso y la cota superior representa el hecho de que el suceso es
totalmente posible. El experto da su respuesta desplazando un indicador sobre la escala.
Se le repite la misma pregunta un nimero razonable de veces, por ejemplo n = 10,
mezclada de forma aleatoria entre preguntas para el resto de valores z; € X. La k-
ésima respuesta para la variable z; es almacenada como y;/x;. A las respuestas dada/s
por el/los experto/s le realizamos una prueba de coherencia (ver la seccién siguiente).
Como la salida serd una tnica distribucién de posibilidad, serd necesario ‘combinar’ las
respuestas obtenidas. Dos métodos posibles para obtener los valores de la distribucién

de posibilidad serian:

1. Valor medio: 7(x;) = L 37, yp/wi

2. Valor maximo: 7(x;) = maxg{yx/z;}

Por ejemplo, ante la pregunta
‘., Como de POSIBLE es que un Britanico tome x; huevos para desayunar 7’

obtuvimos la siguiente distribucién de posibilidad

i \0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
V.Méximo: |1 1 1 092 053 0.58 0.34 020 020 0.20
V. Medio: |1 092 1 0.86 047 0.46 0.32 0.19 0.16 0.14

Tasacidén inversa.
En este método, [122, 165], se selecciona en orden aleatorio un valor de pertenencia

yr € [L;, Lg], realizando la siguiente pregunta al experto:
‘Identifica aquellos sucesos x; ‘POSIBLES’ en un grado mayor o igual a y;.’

Al experto se le presenta el mismo valor 73 un nimero razonable de veces, n, de forma
aleatoria entre otros valores y € [L;, L] paraimpedir la memorizacién. Las respuestas se
almacenan como z;/yy,, con j = 1,...,n, donde los posibles valores para la distribucién

de posibilidad se calcularian mediante

1. Valor medio: w(z;) = %Z?:l max{yg, } tal que z;/y, es una respuesta a la pre-
gunta j-ésima. Esto es, para obtener la posibilidad de z;, calculamos la media entre
las distintas repeticiones del experimento (n), de los maximos valores de posibilidad

asociado a x; en cada repeticion.
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2. Valor maximo: 7(2;) = max{y} tal que z;/y es una respuesta en el test.

En el siguiente ejemplo, seleccionamos del intervalo [0, 1] diez valores, 0,0.1,0.2,..., 1.

Como resultado de la pregunta anterior, obtuvimos la siguiente distribucién de posibil-

idad.

i \0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
V. Méximo: |1 1 1 0.80 0.60 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
V.Medio: |1 1 1 075 0.60 0.35 026 0.15 0.10 0.00

Cuando utilicemos el método podemos emplear en lugar de valores y € [L;, L], un con-
junto de etiquetas lingiiisticas sobre el dominio de la posibilidad £ = {Lg, Ly,..., L,}.
Estudios psicolégicos indican que un ser humano a lo sumo es capaz de distinguir entre
13 valores. En [110] encontramos el siguiente conjunto de etiquetas sobre el dominio

posible:

IMPOSIBLE

CASI-IMPOSIBLE

POCO POSIBLE
MODERADAMENTE-POSIBLE
POSIBLE
BASTANTE-POSIBLE
MUY-POSIBLE

CASI-SEGURO

SEGURO

Por tanto, la pregunta anterior se quedaria como
‘Identifica aquellos sucesos x; que son L; .

El experto responde con un conjunto de sucesos z; € X, almacendndose cada respuesta
como z;/L;, donde L; € L es una etiqueta lingiiistica. La salida de nuevo se puede

obtener como el valor maximo o el valor medio.

Comparaciéon por pares.

El método de comparaciéon por pares, introducido por Saaty [136] para el cilculo de
funciones de pertenencia, se basa en comparar el grado en que dos objetos determina-

dos poseen una determinada caracteristica. Sin embargo, las funciones de pertenencia
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proporcionadas por este método estan afectadas por el nimero de elementos a ser com-
parados, no llegando a alcanzar el uno [38]. Nosotros proponemos una modificacién del
método. Para ello, nos basamos en una interpretacién de la teoria de la posibilidad como
preferencia. Como dicen Dubois y Prade [61], aunque sobre un conjunto de sucesos no
tenemos informacién suficiente, este hecho no impide pensar en que unos sucesos son

mas probables, posibles o ciertos que otros.

Por tanto, podemos no estar interesados en conocer las magnitudes exactas en el inter-
valo [0, 1], que pueden ser dificiles de calcular, sino que sélo nos interesa el orden entre

las magnitudes. Este hecho es precisamente el que intentamos detectar con este método:

Al conjunto de posibles sucesos sobre la variable X, le anadimos el suceso imposible
x7. Para cada par de posibles sucesos de la variable X, ((z;,2;), ¢ # j), se hacen las

siguientes preguntas:

‘;Cudl de los dos sucesos, x;,2;, es mas POSIBLE 7’

7. Cuédnto es mas POSIBLE uno que otro?’

Con estos valores creamos una matriz cuadrada (no tiene por que ser simétrica) de pesos
relativos. Siguiendo la idea dada por Chameau [38], al experto se le presenta una escala
en la que debe de localizar, entre los valores limites L;, Ly, ambos sucesos. Las respuestas
a la primera pregunta nos van a permitir obtener un orden K entre los sucesos. Las
respuestas a la segunda pregunta, almacenadas como d(z;,z;), seran de utilidad a la
hora de asignarle valores a la distribuciéon de posibilidad. Para ello, empezamos por el
suceso imposible, y seleccionamos el suceso inmediato en el orden. El valor numérico
que se asocia a cada xj, v(zg), con k = 0,...,n representando el orden K obtenido

mediante la primera pregunta, se obtiene mediante la siguiente relacion:
v(zg) = v(vg-1) + d(@g, Tp-1)

donde v(zg) = 0, valor asociado al suceso imposible. Este proceso se repite hasta
que todos los sucesos se hayan considerado. El resultado de este proceso puede no
ser una distribucién de posibilidad, por tanto, la distribucién de posibilidad se obtiene

normalizado cada valor por el méximo.

Los valores para cada suceso se calculan a partir (media o maximo) de las diferencias
dadas por el/los experto/s. La principal desventaja de este método es que el nimero de
preguntas necesarias se incrementa rapidamente con el nimero de posibles sucesos de

las variables.

Ejemplo 3.2 Consideremos el siguiente ejemplo, donde nuestro objetivo es estimar la

siguiente distribucién de posibilidad:



156

Teoria de la Posibilidad: Concepto de Independencia. Estimacion.

&

X ‘ 1 T3 5 T4 9
m(z) [ 01 03 07 08 1

La respuesta a la pregunta ‘; Cudnto es mds POSIBLE un suceso que otro?’, se propor-
ciona en base a un conjunto D de etiquetas lingiiisticas equidistantes: D = { IGUAL (1),
CASI-IGUAL (CI), POCO-MAYOR (PM), MODERADAMENTE-MAYOR (MdM),
MAYOR (M), BASTANTE-MAYOR (BM), MUY-MAYOR (MM), CASI-MAXIMO
(CM), MAXIMO (Max)}, obteniendo la siguiente tabla.

a1 ) X3 X4 X5 xr
xq CM | PM BM M CI

x9 | CM MM PM M Max
x3 | PM | MM BM M | MdM
x4 | BM | PM | BM PM | MdM
x5 | M M M PM BM
zy | CI | Max | MdM | MdM | BM

Con esta tabla, obtendriamos la siguiente asignacién de valores a los distintos sucesos,
donde por ser las etiquetas equidistantes, le asociamos el valor 0.125 a la diferencia entre

cada una de ellas. También se presenta la distribucién estimada, 7',

X ‘ 1 T3 5 T4 i)
valor | 0.125 0.375 0.875 1.25 1.5
7'(z) | 0.083 0.25 0.583 0.883 1

Coherencia en las respuestas

Como dicen Dubois y Prade [58], una medida de posibilidad es una via natural para expresar

incertidumbre subjetiva, por lo que ‘no podemos esperar que el individuo proporcione un

dato muy preciso, pero si podemos esperar que sus afirmaciones sean coherentes’. Por tanto,

cuando consideramos las opiniones de varios expertos o cuando consideramos las observaciones

dadas por un mismo experto en momentos distintos, es posible obtener distintas distribuciones

de posibilidad para una determinada variable. Estas diferencias son permisibles desde un

punto de vista subjetivo, por lo que lo iinico que podemos es exigir cierta coherencia en las

respuestas.
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En el siguiente test de coherencia, dado por Turksen [165], notaremos por 7"(z;) a la

posibilidad asignada al suceso z; en la respuesta n; exigiremos que:

1. Si 77%(x;) > 7"(x;), entonces 7 (z;) > 7 (z;).
2. Sim™(a;) > 7™(x;) y () > 7" (2y) entonces 1" (x;) > 7w ().

3. Notemos por d; ; a la diferencia de creencia entre 7"(2;) y 7"(z;), para un experimento
ny por d} a la diferencia entre ﬂ”/(xi) y ﬂ”/(xi) para una réplica del experimento.

Entonces
Sid;;> d;j ydjp> d;k, entonces d; > d;k

Con este test nos aseguramos que se mantenga el orden entre los distintos sucesos.

3.4.2 [Estimacién de posibilidades a partir de datos

Cuando tenemos un conjunto de datos, podemos obtener una distribucién de probabilidad
a partir de ellos de forma directa, basta con hacer un andlisis frecuentista de los mismos.
Por tanto, puede obtenerse la distribuciéon de posibilidad utilizando una transformacion de
la distribucién de probabilidad a una distribucién de posibilidad. Este problema ha sido
estudiado previamente por muchos autores [49, 56, 62, 73, 90, 114, 159]. Como comentamos,
aparte del interés practico en determinadas aplicaciones, a nivel teérico el estudio de este

tipo de transformaciones nos va a permitir una mejor compresion de los dos formalismos.

Tenemos que tanto la teoria de la probabilidad, como la teoria de la posibilidad nos
van a permitir movernos en entornos con incertidumbre. Por tanto cuando, para un mismo
entorno, tenemos una representacién probabilistica y una representacién posibilistica, p y
7 respectivamente, parece sensato exigir alguna consistencia entre ambas representaciones.
Nosotros como criterio de consistencia utilizaremos el dado por Dubois y Prade en [56]. Este
criterio tiene su base en el siguiente comentario de Zadeh [175]: ‘Lo que es posible puede no
ser probable y lo que es improbable no tiene que ser imposible’. Informalmente, el principio
de consistencia establece que lo que es probable es ciertamente posible y lo que es inevitable
(necesario) es con certeza probable. Por tanto, una medida de posibilidad y una medida de
probabilidad serdan consistentes cuando el grado de posibilidad de un suceso es mayor o igual
que el grado de probabilidad. Delgado y Moral [49] dan el siguiente conjunto de axiomas
que debe cumplir cualquier medida de consistencia C(7,p) entre medidas de posibilidad y

probabilidad:
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1. Si 7 informa menos que 7', entonces debe ser menos contradictoria con cualquier otra

informacion.

SitC7n'=C(r,p) > C(x',p),Vr, 7’ Vp, donde 7,7’ son distribuciones de posibilidad
v p es una distribuciéon de probabilidad.

2. Sean p,p’ dos distribuciones de probabilidad y 7= una distribucién de posibilidad sobre
un dominio U. Si existen z,y € U tales que p(z) = p/'(2), V2 € U con z # xy z # y (las
dos distribuciones reparten la misma probabilidad en {z,y}) entonces si p asigna més
probabilidad al elemento de mds posibilidad, entonces debe haber menos contradiccion

entre p y 7 que entre p’ y m, esto es

m(z) > 7(y) /

3. En base al criterio de consistencia

(p(z) > 0= 7(2)=0) = C(x,p)=0.
(p(z) >0=nw(2)=1

En esta seccién suponemos que tenemos una variable X, tomando valores en {2y, 29,...,2,},
donde p es una distribucién de probabilidad sobre X, y 7 es una distribucién de posibili-
dad sobre X, esto es p = {p1,p2,...,pn}y con p; = p(X = z;) y © = {71, 72,..., Ty} con
m; = 7(X = ;). En su formulacién mas general, el principio de consistencia equivale a decir
que w; > p;, para todo v = 1,2,...,n. Ademds, supondremos que sobre las distribuciones

tenemos el siguiente orden: p; > piy1, ¥y T > Tip1 0= 1,2,...,n— 1;

Estudiaremos distintas técnicas que nos van a permitir realizar la transformacién de una
distribuciéon de probabilidad a una distribucién de posibilidad. Posteriormente, consideramos
las propiedades que satisfacen estas transformaciones. Cuando se consideran propiedades
que relacionan dos o mds distribuciones, Sudkamp [159] obtiene unos resultados no son muy
esperanzadores. El problema parece estar en la eleccién de los operadores de cdlculo. Asi,
cuando consideramos las medidas de posibilidad y probabilidad en un mismo entorno, esto es,
el entorno de las medidas de evidencia, es posible obtener buenas propiedades. Finalmente,
proponemos un conjunto de transformaciones, para las que establecemos una relacién entre

la incertidumbre del entorno con el nimero de datos que disponemos.

En la literatura podemos encontrar diferentes transformaciones, de entre las que consid-

eraremos las siguientes (otras posibles transformaciones las podemos encontrar en [90, 114]):
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1. Normalizacién por el mdximo:
Es la transformacién mas usual [90] entre distribuciones de posibilidad y distribuciones

de probabilidad. Viene dada por las siguientes ecuaciones:

S L - (3.25)

T

2. Necesidad como cantidad adicional de informacién:
Esta transformacién ([56]) estd basada en la idea de que ‘el grado de necesidad de un
suceso A C X es la cantidad adicional de probabilidad de los sucesos en A sobre la
cantidad de informacién asignada al suceso elemental mas frecuente fuera de A’. Esta

relacién viene expresada por:

n

T = Zn:min(pi,pj) pi = Z M (3.26)

i=1 i=i J
donde 7,41 = 0.

3. Menor pérdida de informacién:
Si se acepta que una distribucién de posibilidad proporciona una representaciéon mas
débil de la incertidumbre que una distribucién de probabilidad, entonces al hacer la
transformaciéon de una probabilidad a una posibilidad debemos de perder la menor
cantidad de informacién posible. Anilogamente, al hacer la transformacién inversa
siempre anadimos informacién, por tanto se trata de buscar aquella distribuciéon de

probabilidad que preserve la incertidumbre de eleccién entre los posibles sucesos [49, 62]

n

n T — T
T = Zp]‘ pi= Z (7 = Tjr1) . +1) (3.27)
7=t

i= J

4. Respetan incertidumbre:
Estas tranformaciones, dadas por Klir [91, 92], respetan el principio de incertidumbre
e invarianza de la informacién, basandose en que la entropia de una distribucién de
probabilidad!, H(p), y la No-Especificidad de una distribucién de posibilidad?, N .S(r),
tienen el mismo papel en ambas teorias. Por tanto, se trata de buscar aquella transfor-
macién para la que se satisfaga que H(p) = N S(7), esto es, se preserva la incertidumbre.
Klir [90], con el fin de que la transformacién sea tnica requiere, ademés de la condicién

de consistencia indicando que lo probable debe de ser posible, que sean transformaciones

!Ta entropfa de Shannon [142] H(p) = — 22‘;1 pi log, pi
?La medida de No Especificidad viene dada [93] por NS(m) = :.;2(771' — mit1)log, 2

>
.y
j=1 7
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en una escala log-intervalar y vienen dadas por:

. e ™
T = ( o ) pi= n Z 1/o
D k=1 T

1/
(3.28)

El valor de a se obtiene al solucionar la ecuacién H(p) = NS(w).

Las transformaciones anteriores parten de la base de preservar algunas propiedades de
primer orden, esto es aquellas propiedades que dependen tunicamente de la distribucién y que
no estan relacionadas con cualquier otra informaciéon. Ejemplos de este tipo de propiedades
son la normalizacién, medidas de confianza o las medidas de incertidumbre (como entropia o
no especificidad). Nos podemos preguntar qué ocurre con las propiedades de segundo orden, es
decir, aquellas propiedades que relacionan dos o mas distribuciones entre si. Por ejemplo rela-
ciones de independencia, marginalizaciéon y condicionamiento. Sudkamp ([159]) realiza un es-
tudio de estas propiedades considerando como medida condicional la que se obtiene utilizando
el condicionamiento de Hisdal y como tests de independencia la No Interactividad, obteniendo
resultados negativos para las propiedades citadas. Fsto es, no existe ninguna transformacién
que preserve marginalizacién, la independencia y el condicionamiento. Klir ([90]) realiza
un estudio comparativo de las distintas aproximaciones, centrandose en la propiedad de no
interaccion, utilizando como operador de combinacién de dos distribuciones de posibilidad
el minimo. En su estudio parte de dos distribuciones de probabilidad marginal py, po, las
combina y obtiene la distribuciéon de probabilidad conjunta pi5. Por otro lado, a partir de las
distribuciones de probabilidad marginal obtiene distribuciones de posibilidad marginales me-
diante las transformaciones anteriormente dadas, las combina utilizando el minimo, y después
realiza la transformacién inversa, obteniendo una distribucién de probabilidad conjunta pj,.
Finaliza el estudio tomando una medida distancia entre las dos distribuciones de probabilidad

conjunta. Fl siguiente esquema resume este proceso

P, P2 —— pr2=pixp2 = D(pio,piy) < Pla
! i
T, T2 — T2 = min{my, o}

donde D(p12,p;,) es una medida de distancia. En su estudio, Klir obtiene resultados que le
permiten concluir el siguiente orden entre los métodos: (3.28) < (3.25) < (3.26) < (3.27).
Donde Ty < T representa que la medida distancia D(.,.) es menor cuando utilizamos la

transformacion 77 en lugar de la 7.

En cierto sentido estos resultados, aunque negativos, no deben parecernos sorprendentes,

va que al realizar la transformacién entre los dos tipos de medidas, las operaciones implicadas
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en los calculos necesarios tienen distintas propiedades. Por tanto, parece razonable realizar
un estudio utilizando las operaciones que son usuales en un formalismo comin a ambas
medidas, las medidas de evidencia. Para ello, consideramos la medida de posibilidad como
una medida de evidencia consonante y a la probabilidad como una medida de evidencia
Bayesiana. Con ello, tratamos a las dos medidas bajo el mismo formalismo. En este caso
podemos utilizar como operador para la combinacién de evidencias el producto, [24] y como
operador de condicionamiento el de Dempster [50, 139]. Para nuestro andlisis consideramos
la transformacién basada en la normalizacién por el maximo (3.25), obteniendo las siguientes

propiedades:

La primera propiedad de segundo orden que consideramos es el condicionamiento.

Proposicién 3.11 La transformacion de normalizacion por el mdzimo (3.25) preserva el

condicionamiento de Dempster.

Demostracién.

a) Demostraremos primero que la transformacién 7' : p — 7 preserva el condicionamiento.

Para ello seguiremos el siguiente esquemas

p(XY) — p(X]Y)

| |
T(XY) — (X |Y)

Veremos que llegamos a los mismos valores para 7(X | Y) por ambos caminos.

Consideramos primero el camino p(XY) — 7(XY) — 7(X | Y). En este caso sabemos
que w(z | y) = w(zy)/ max, w(zy) = w(zy)/w(z'y), de donde 7(z | y) = play)/p(z'y).
Tomemos el camino p(XY) — p(X |Y) — n(X |Y). El valor 7(z | y) = _olzly)

maxz p(zly) —

p(zy)/ max, p(zy), es decir w(z | y) = p(zy)/p(z'y), y por tanto los valores coinciden.

b) Veamos que la transformacién 771 : 1 — p también preserva el condicionamiento. El

esquema es el siguiente

T(XY) — x(X[Y)
| |
pXY) — p(X]Y)
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Consideremos el camino 7(X,Y) — p(XY) — p(X | V). Llamemos K =3 xy 7(XY),
Entonces tenemos que p(XY) = 7(XY)K ™!, y por tanto

m(XY)K1 (XY

px vy = U T
Veamos ahorael camino 7(XY) — 7(X | Y) — p(X | V). Tomemos M = maxx n(XY),
tenemos que (X | V) = 7(XY)M~! y al aplicar la transformacién T~! obtenemos que

(X V) (X |Y) m(XY)M~! T(XY)
P = = — = .
Ym(X Y)Yy a(XY)M-T oy w(XY)
Con lo que la transformacién inversa también preserva el condicionamiento. O

Proposicién 3.12 La transformacion de normalizacion por el mdzimo (3.25) no preserva

la marginalizacion .

Demostracién.

Basta considerar el siguiente contraejemplo, con X e Y variables bivaluadas, en el que

seguimos el siguiente esquemas:

pXY) — p(X),p(Y)
! !
(XY) — #(X),7(Y)

Donde la distribucién de probabilidad conjunta toma los valores

p(va) = [p($1y1),p($1y2)7p($2@/1)7p($2,@/2)] = [0'470'170'370'2]

de donde calculamos las distribuciones marginales

p(X) = [p(x1), p(22)] = [0.5,0.5]; p(Y) = [p(y1), p(y2)] = [0.7,0.3].

Si transformamos las distribuciones marginales en posibilidades tenemos que 7(X) =
[1,1];7(Y) = [1,0.42857]

Consideremos ahora la construccién de la distribuciones marginales por medio del camino

inferior, para ello tenemos que
F(Xv Y) = [ﬂ-(xlyl)v 7T-($13/2)7 ﬂ-(xﬂ/l)v ﬂ-($2y2)] = [17 0257 0757 05]

Para completar el diagrama tenemos que 7(X) = [7(z1), 7(22)] = [1,0.75]. Por tanto,

esta tranformacion no preserva la construciéon de la marginal. a
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El hecho de que no preserve la marginalizacién puede implicar que no se preserve la
independencia condicional, (recordemos que compardbamos la distribuciéon de probabilidad
condicional con la marginal). Sin embargo, podemos ver que la transformacién de normal-
izacién por el maximo preserva la independencia (considerada como una no modificacién de

la informacién al condicionar).

Proposiciéon 3.13 La transformacion de normalizacidon por el mdximo preserva la indepen-

dencia (no modificacion de la informacion) condicional (condicionamiento de Dempster).

IX|Z|Y), & [(X|Z]Y),
Demostracién.

Suponemos que X, Y, Z son variables disjuntas, p una distribuciéon de probabilidad con-
junta sobre X,Y,Z, v m una distribucién de posibilidad conjunta. En el desarrollo de

la demostracion utilizaremos el siguiente lema:

Lema: I[(X | Z | Y)p siy solo si se satisface que

p(zyz) _ plry'z)
p(a'yz)  pla'y'z)

a) (X[ Z|Y)y = I(X|Z|y)

, Ve, 'y, 2. (3.29)

Para todo x,y, z tenemos que w(xyz) = p(zy2) 7 Sea M = maxy,. p(zyz). Por

maxzy: p(oyz
considerar una distribucién de posibilidad tenemos que I(X | Z | V), implica que

(x| yz) = n(x | z), Veyz. Para zyz fijos tenemos que

w(zyz) = pleyz) M~

yz) = max, 7(zyz) = w(a'yz) = p(a’yz) M~}

s

1

T(2z) = max, 7(zyz) = w(2y'z) = p(ay'z) M~

1", 1",

m(z) = maxy, m(zyz) = 7(2"y"z) = p(a"y"2)M 1

y tenemos que demostrar que
T(vyz)  w(22)
m(yz)  w(2)°

que es equivalente a

pleyz)M~" _ play'z)M !
! M— =

p(ac yz) 1 p(w”y”z)M‘l
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Pero por satisfacerse la independencia en probabilidades (3.29) tenemos que se satisface:

;Egﬁf/;g) = ZEE o ey )p(a"y"z) = play2)p(ry"z)
prvd) - Hevd o p(aly)p(ay'z) = plyz)p(a'y')

Ademés, al utilizar la normalizacién por el maximo, tenemos que si 7(2'yz) = max, 7(zyz),

entonces p(a'yz) = max, p(zyz). Por tanto, tenemos que p(z"yz) < max, p(zyz
", .1

p(2'yz), y de forma andloga tenemos que p(zy”z) < p(ay’'z) v que p(a'y'z) < p(a”y"z):

Luego tenemos que

", n ", n )

playz)p(ay’z) = p(a"y2)p(ey"2) < p(a'yz)p(ay’z) = playz)p(a"y'z) < pleyz)p(a"y" =

y por tanto las designaldades anteriores son una igualdad, de lo que podemos concluir
1,1

que p(xyz)p(a"y"z) = p(a'yz)p(xy'z), esto es, w(w [ yz) = w(x | 2).
D) (X | Z|Y)r=IX|Z]Y),

En este caso, supongamos que X = {z1,22,...,2n},Y = {¥1,%2,-- -, Ym}. Por I(X |

Z | Y ) sabemos que
T(xyz) _ 7r(avz)7 Vg
m(yz)  7(z)

Ademas, por la transformacién entre posibilidades y probabilidades (ecuacion 3.25),

tenemos que

 7w(zyz)
pevz) = Py T(2y2)’

Sea K =3, m(zyz). Entonces, fijados z,y, > tenemos que:

Yayz

plez) =3, pleyz) = K'Y, m(2y2)
plyz) =2, pleyz) = K13, m(2yz)
p(2) =2, pleyz) = K71y, w(xy2)

de donde p(z2)p(yz) = K72 Y, n(xyz) Y, m(xyz). Esto es,
)Jm(anz) + m(zry2)m(ayez) + ...+ 7(2ryz) 7 (2 ymz)+
)2 z) + m(azeyz)m(ay2z) + . ..+ 7(22y2)m(2ymz)+

plzz)p(yz) = 1(_2[ T(21y

T(22yz

T(@pyz)m(zyz) + T(@nyz)m(zy2z) + ...+ T(20y2)T(2Ym2)]
Ademas, por satisfacerse la independencia con posibilidades, podemos ver que para todo

xyz se satisface

= i Zz) = m(z'y2)r(2y’z) = T(ay2)m(a'y 2)

5
S
g\
NS
N
Sa—’
5
S
g\
@\
Sa—’



Estimacién de Distribuciones de Posibilidad 165

por lo que tenemos que para¢ =1,...,n;7 = 1,..., m se satisface que w(z;yz)n(zy;z) =

m(xyz)m(zy;2), y por tanto

plaz)p(yz) = K ?x(xyz) Y mlayz) = playz)p(z)

y
Por tanto podemos concluir que p(z | zy) = p(@ | 2), es decir I(X | Z | Y),.

Luego la transformacién de normalizacién por el maximo (3.25) preserva la independen-
cia (al considerar la medida de posibilidad como una medida de evidencia consonante).
O

Estimacién de Posibilidades: Relaciéon entre Incertidumbre y Nimero de Datos.

Para finalizar, retomaremos el problema de la estimacién de una distribuciéon de posibilidad
a partir de una base de datos. El planteamiento que hacemos es el siguiente: Cuanto menor
es el nimero de datos de que disponemos, la informacién que obtenemos serd menos precisa
y por tanto mas incierta. De alguna forma, cuando tenemos un nimero elevado de datos,
las afirmaciones que hacemos estdn mas ‘justificadas’, hay mas elementos que las soportan.
Entonces, parece ldgico que a la hora de hacer una estimacién de la distribucién de posibilidad,
la incertidumbre asociada dependa del tamafio de la base de datos. Consideramos que una
distribucién, 7y, es mas incierta que otra, 7o, cuando es menos informativa, esto es para cada
posible valor de la variable @ tenemos que my(2) > m(z). Como solucién a este problema,
proponemos una aproximacién donde, en lugar de partir de una distribucién de probabilidad

estimada a partir de los datos, se estiman cotas de probabilidad.

Al estimar la distribuciéon de probabilidad, de alguna forma, estamos haciendo la su-
posicion de que la distribucién de probabilidad que conocemos es la distribucién real sobre
los datos. Esta suposicion, estadisticamente hablando, no es cierta. Nuestro conjunto de
datos se puede considerar como un muestreo aleatorio de tamafio N sobre una poblacién in-
finita, donde las posibles salidas del muestreo se encuentran en el conjunto X = {zy,...,2,}.
Si observamos que el nimero de datos en la muestra con valor igual a z; es r;, podemos
estimar una probabilidad p(X = 2;) = r;/N, o lo que es igual, p; = r;/N. Los valores en el
vector p = (p1,...,pn) son una estimacién de la distribucién de probabilidad, sin embargo

no sabemos cémo de fiable es esta estimacion.

Consideremos el siguiente ejemplo en el entorno probabilistico. Supongamos que tenemos
una variable X que puede tomar dos valores z1, x5, vy que el nimero de datos que tenemos
en la muestra es de 10, donde 3 son x1 y 7 son z3, de donde podemos estimar que p =
(0.3,0.7). Realmente el nimero de datos es pequenio y por tanto tenemos poca confianza

en esta estimacion. Si existe una segunda muestra de la misma poblacién, pero ésta con
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un tamafio mucho mayor, N = 1000, donde el nimero de datos con valor z; es 450 y el
nimero de datos con valor zy es 550, entonces podemos estimar que p’ = (0.45,0.55). En

este ejemplo, parece l6gico que la eleccion fuese p’, ya que tenemos una mayor confianza.

Sin embargo, es posible en lugar de estimar para cada posible suceso un tnico valor p;
(la distribucién de probabilidad), estimar un intervalos de valores [p;;, pu,] con p;, < pu,,
en los que se encuentre con cierta confianza la distribucién que genera el muestreo. El que
consideremos que, a un determinado nivel de confianza, ¢, el extremo superior del intervalo,
Du;, sea un valor aceptable para p;, nos lleva a pensar que podemos utilizar este valor a la

hora de hacer un calculo de la distribucién de posibilidad.

Existen técnicas, que estudiaremos en el capitulo siguiente, para la estimacién de intervalos
de probabilidad a partir de un muestreo aleatorio. En esta seccién Unicamente estamos intere-
sados en cémo podemos utilizar estas estimaciones para obtener distribuciones de posibilidad.

Sin embargo, vamos a considerar algunas caracterfsticas que nos parecen importantes:

Monotonia en p; : Para un N fijado, es deseable que los intervalos sea crecientes en p;,

esto es

Si pi > piy1 entonces p, > pi,y ¥V Pug 2 Puigy

Inclusién en N : Paraun p; fijo, es deseable que la longitud de los intervalos sea decreciente
con N, esto es
Si N7 > N, entonces p;j’z < p;jl y puN; < puNiQ

Inclusion en ¢ : Para p; y N fijos, es deseable que la longitud de los intervalos sea decre-

ciente con ¢, esto es

Si €1 > € entonces pi! < pp® y pi2 < pyl

Por tanto, partimos de una muestra sobre X = {zy,29,...,2,}, de tamano N, de la que
estimamos para cada valor z;,7 = 1,...,n un intervalo [p;,, p,,]. Entonces, tomando como
base los métodos anteriores, las transformaciones de una distribuciéon de probabilidad a una

distribucién de posibilidad!' se pueden expresar como:

o= (3.30)
Pn

!No consideramos la técnica que trata de preservar la incertidumbre dada por Klir (ecuacién 3.28), ya que

con ésta se consiguen resultados dptimos para éste criterio.
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7= min(py,py,) Al (3.31)
i=1
=Y puy A (3.32)
J=t

que se corresponden respectivamente con las ecuaciones 3.25, 3.26 y 3.27 respectivamente.

Cuando utilizamos estas transformaciones, es inmediato ver que se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. Al hacer la transformacién entre intervalos de probabilidades, [p;, p,], a una distribucién
de posibilidad, 7*, se tiene que 7* estd incluida en la distribuciéon de posibilidad, 7, que
se obtiene al utilizar la distribucién de probabilidad, p. Esquemdéticamente, si T, 75 son

transformaciones del mismo tipo, tenemos que:

Ty :p; — 7
1P ) . }WZ* g T
T2 : [plzvpu,] - T

Por tanto, 7* se puede decir que informa ‘menos’ que 7 (es menos restrictiva), por lo
que debe de ser menos contradictoria con cualquier otra informacién. Esto es el axioma
primero de las medidas de consistencia para las transformaciones entre distribuciones de
posibilidad y probabilidad dado por Delgado y Moral ([49]) y por tanto tenemos que la
transformacion T, es mas consistente que la transformacion T4, para cualquier medida,
esto es C(7f,p) > C(m;,p).

2. Cuanto mayor sea el tamafio de la muestra, NV, mayor serd nuestra confianza en la
estimacién, esto es obtenemos una distribuciéon de posibilidad mas precisa. Esto refleja el
hecho de que con un nimero mayor de datos, la incertidumbre sobre el comportamiento

del sistema serd menor.

3. Cuanto mayor sea el nivel de confianza ¢, exigido al estimar el intervalo, mayores serdn
los valores de la distribucién de posibilidad y por tanto la consistencia de la transfor-
macién serd mayor. Semanticamente, estamos expresando la siguiente idea: Para un N
dado, una estimacién mas precisa de los valores de la distribucién, conlleva una menor

seguridad (confianza) en los valores de la misma.

4. Con estas transformaciones se respeta la idea de que los sucesos mds probables sean los
mas posibles, esto es

Si pi > p; entonces 77 > 77
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5. m; = 1 si p; pudiese ser el elemento de maxima probabilidad. Al estimar intervalos de
probabilidad, permitimos (con cierta confianza) que el valor para p; se encuentre entre
los limites [p;,, py,]. Consideremos el caso en que tenemos [p;,, py, ] el intervalo asociado
al valor de maxima probabilidad, y sea [pi,, pu,] €l intervalo asociado al siguiente valor
en el orden, donde ademds se satisface que p;, < p,,. En este caso, podria ocurrir que
P1 = P, V P2 = Duy, con lo cual el elemento de maxima probabilidad seria pe, y por

tanto, se deberia alcanzar el uno en ms.

Las siguientes tablas proporcionan un ejemplo comparativo para cada una de estas trasfor-
maciones. Para ello, partimos de la siguiente distribucién de probabilidad P cuyo dominio

estd formado por las variables bivaluadas X,Y, Z

Prob. Origen
r1y121 | 0.1519
T1y122 | 0.0383
T1Y221 | 0.0257
T1Y229 | 0.1196
T9y121 | 0.0851
Toy122 | 0.1130
T9y221 | 0.3019
Toygzo | 0.1644

En las siguientes tablas se representan los valores que toma la distribucién de posibilidad
cuando aplicamos la transformacién original (columna segunda), asi como los valores que
toma la distribuciéon de posibilidad cuando consideramos la incertidumbre debida al nimero
de datos. Las columnas tercera y cuarta expresan los valores cuando tenemos un nivel de

confianza del 95%. Las columnas quinta y sexta cuando la confianza en la estimacién es del

80%.

Consultando las tablas, podemos ver que cuanto menor es el nimero de datos y mayor es
la confianza exigida obtenemos mayores valores para la distribucién de posibilidad. Ademas,
podemos ver que cuando comparamos los valores que se obtiene al utilizar el criterio original y
el criterio que considera el nimero de datos como pardmetro para realizar la transformacion,
los valores mas cercanos entre ambos métodos se obtienen con el planteamiento de obtener una
menor pérdida de informacion, mientras que el método que considera la cantidad adicional

de informacion obtiene las mayores diferencias.
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Cantidad adicional de Informacién

ec. 3.26 e =95% €= 80%

v N =1000 N =300 N =1000 N =300
x11 2 || 0.8375 0.991 1 0.9334 1
x1y122 || 0.2938 0.3994 0.5014 0.3582 0.4121
x1y221 || 0.2061 0.2941 0.3805 0.2577 0.2998
x1Y222 || 0.7407 0.8889 1 0.8333 0.9028
xoyr 21 || 0.5747 0.7122 0.8335 0.6608 0.7278
oy 22 || 0.7142 0.8635 0.9867 0.8083 0.8747
Toyo2z1 || 1 1 1 1 1
Toya2g || 0.8624 1 1 0.9603 1

Normalizacién por el Maximo
ec.3.25 € =95% e =80%

v N =1000 N =300 N =1000 N =300
x1y121 || 0.5031 || 0.6388 0.7779 0.5875 0.6680
x1y122 || 0.1268 || 0.1895 0.2584 0.1647 0.2002
x1y221 || 0.0853 || 0.1345 0.1895 0.1139 0.1402
21Y222 || 0.3962 || 0.5142 0.6296 0.4695 0.5332
xay121 || 0.2819 || 0.3803 0.4789 0.3430 0.3970
xay1 22 || 0.3743 || 0.4910 0.6010 0.4474 0.5070
Toyo2z1 || 1 1 1 1 1
Y222 || 0.5444 || 0.6889 0.8344 0.6351 0.7201

Menor pérdida de Informacion
ec. 3.27 e =95% €= 80%

v N =1000 N =300 N =1000 N =300
x1y1 2 || 0.5337 0.6418 0.7366 0.6011 0.6537
x1y122 || 0.0640 0.0885 0.1124 0.0788 0.0910
x1y221 || 0.0257 0.0367 0.0475 0.0322 0.0374
x1Y222 || 0.3818 0.4673 0.5414 0.4350 0.4752
xay1 21 || 0.1492 0.1925 0.2326 0.1758 0.1971
oy 22 || 0.2622 0.3267 0.3834 0.3023 0.3326
Toyo2z1 || 1 1 1 1 1
Y222 || 0.6981 0.8302 0.9460 0.7807 0.8462
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Para finalizar la seccién, haremos un estudio similar al hecho por Klir [90]. Para ello, por
un lado partimos de dos distribuciones de probabilidad p; y po y obtenemos la distribucion
producto pi3. Por otro lado obtenemos, mediante las distintas transformaciones, para pq
y p2 las distribuciones de posibilidad my, 72, 77, 75. Istas distribuciones son combinadas
utilizando como operador de combinacién el minimo o el producto. Para la distribucion
de posibilidad conjunta se hace la transformacién inversa, obteniendo pj,. Para finalizar se
toma una medida distancia entre ellas, consideramos la distancia de Shannon o la distancia
de Hamming. Fste proceso se repite, considerando distintos tamafios de las muestras. La
estimacién de las cotas de probabilidad se realiza utilizando una aproximacién Normal [79]

al 95%. El esquema del proceso es el siguiente.

P, P2 —— pr2=pi¥p2 = D(pi2,pia) < P2
! i
Ty, T2 — 7T12=®{7T177T2}

con &) representando al minimo o al producto.

Consideramos que T'R representa a Normalizacién por el Mdaximo (3.25), T'D representa
la transformacién que considera la Necesidad como cantidad adicional de informacién (3.26),
y TP la transformacién que busca la menor pérdida de informacién (3.27). Anadimos el
subindice U para indicar que en la transformacién consideramos el nimero de datos en la
base de datos. Fsto es, TRy, T Dy, TPy representan respectivamente las transfomaciones
3.30,3.31, 3.32. El andlisis se centrara en las transformaciones TR, T D, T Ry, T' Dy;. Para las
transformaciones T P, T P;; se obtiene una medida distancia muy elevada siendo en cualquier
caso TP menor que T Py. Las siguientes graficas nos muestran los resultados obtenidos al
generar cien distribuciones de probabilidad de forma aleatoria, donde suponemos que las
distribuciones se corresponden a un muestreo con un nimero de datos que varia de 100 a

20.000, obteniendo para cada caso las distribuciones de posibilidad respectivas.

A partir de estas graficas, llegamos a las siguientes conclusiones

Combinacidon: Producto
Cuando utilizamos como operador de combinacién el producto, la transformaciéon de
Normalizacién por el maximo (3.25) preserva la independencia, y por tanto la medida
distancia que obtenemos tiene un valor cero. Para el resto de las transformaciones
consideradas, obtenemos la siguiente relaciéon cuando el nimero de datos es lo suficien-

temente grande.

Distancia: Hamming y Shannon
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Figura 3.4. Distancia Shannon: Combinacién producto.



Estimacién de Distribuciones de Posibilidad 173

TRLTRy 2TDy<TD

Combinacién: Minimo
Con esta transformacion no se preserva la independencia, por tanto un criterio de igual-
dad entre distribuciones para testear una relaciéon de independencia no serd valido. En

este caso, tenemos que se satisfacen la siguientes relaciones:

Distancia: Hamming y Shannon

TDy =TD TR <TRy

Podemos ver como la medida distancia decrece rdpidamente hasta ‘estabilizarse’ en unas
cotas que dependen del nimero de ejemplos que tenga la base de datos. Ademds, para
un nimero de datos lo suficientemente grande, obtenemos que, e independientemente de
la medida distancia y del tipo de criterio de combinacién utilizados, los valores distancia
obtenidos utilizando T Dy son siempre menores que los obtenidos al utilizar la transformacion
T D,y anilogamente, la distancia obtenida cuando utilizamos T Ry es siempre mayor que la
distancia para la transformacién TR. La eleccién de una transformacién u otra dependera
en gran medida del tipo de combinacién que se realize. Hay que notar que utilizando la
combinacién del producto obtenemos mejores resultados, (distancias menores), este hecho no
debe de parecernos extrafio, pues estamos utilizando el mismo tipo de combinacién en los dos
caminos del experimento. En cualquier caso, la medida distancia no toma valores elevados,

por lo que podemos considerar adecuados los valores de las transformaciones.

Es importante notar que la incertidumbre en la distribucién va a depender del nimero de
datos que tengamos en la muestra. Podemos relacionar este hecho con el estudio del concepto
de independencia para posibilidades, y mds en concreto con la definicién de independencia
como no ganancia de informacién al condicionar. En general, cuando tenemos como fuente
de informacién una muestra de tamaiio N sobre dos variables X,Y, podemos obtener la
distribuciéon de posibilidad conjunta, 7*, utilizando los métodos anteriores. El condicionar
a que conocemos que el valor Y = y se puede comparar con el proceso de eliminar de la
muestra aquellos valores para los que Y # y, v por tanto nos quedamos con una muestra
de menor dimensién. Aunque para ambas muestras se satisfaga que p(z) = p(x | y), es
obvio que si tratamos de estimar la distribucién de posibilidad condicional a partir de la
muestra condicionada, obtendremos una mayor incertidumbre y por tanto se tiene la pérdida

de informacién al condicionar, es decir 7(z | y) > 7(z).
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Capitulo 4

Intervalos de Probabilidad: Una

herramienta para el razonamiento

con 1ncertidumbre.

4.1 Introduccion.

Cuando se dispone de informacién con incertidumbre, uno de los principales problemas que se
plantean es el de encontrar un formalismo apropiado que nos permita tratar numéricamente
con esta informacion. Aunque el formalismo maés utilizado lo constituyen las medidas de
probabilidad, éste no es el tnico tipo de medida capaz de tratar con la incertidumbre. De
hecho, podemos encontrar una jerarquia de distintos formalismos, que va desde los mas
generales a los mds particulares. Usualmente, cuanto mds general es una medida, mayor
capacidad de representacién posee, pero computacionalmente tiene una menor eficiencia de

calculo.

En este capitulo se estudia en detalle un formalismo para representar incertidumbre:
Los Intervalos de Probabilidad. Este formalismo combina una expresividad razonable con
una eficiente computaciéon. Estudiaremos los conceptos y herramientas principales necesar-
ios para desarrollar una teoria sobre la incertidumbre, como precisién (inclusién), combi-
nacién, marginalizaciéon, condicionamiento e integracién, para los intervalos de probabilidad.
Ademds, se analiza el lugar que ocupan los intervalos de probabilidad dentro de la jerarquia
antes mencionada. Posteriormente, estudiamos el problema de la estimacién de intervalos

de probabilidad a partir de datos. El obtener los intervalos de probabilidad es un problema
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esencial cuando queremos utilizar la informacién dada por la base de datos como fuente de
informacién a la hora de realizar el razonamiento, por ejemplo ver [35, 54, 63, 70, 164]. Para
solucionar este problema utilizamos técnicas estadisticas. Para finalizar el capitulo, pro-
ponemos distintas definiciones de independencia condicional bajo este formalismo, haciendo
un estudio empirico del comportamiento de las mismas. Fn la siguiente seccién se repasan
brevemente distintos formalismos para representar la incertidumbre. Posteriormente, se in-
troducen formalmente los intervalos de probabilidad, estudiando su relaciéon con las proba-

bilidades superiores e inferiores y los conjuntos convexos de probabilidades.

4.2 Formalismos para la representacion de la incertidumbre.

El concepto de medida difusa, Sugeno [160], nos permite representar la informacién disponible
sobre un experimento incierto. En cualquier caso, una medida difusa es un formalismo muy
general, por lo que en la mayoria de las aplicaciones se utiliza algin subconjunto de este tipo

de medidas.

Como comentamos en el capitulo anterior, una medida difusa ¢ sobre un dominio finito
D, se define como una aplicacion
g: Dx - [07 1]

que satisface

L g(0) =0y g(D,) = L.

2. Para todo A, B C D,,si AC B, entonces g(A) < g(B).

Donde para cada suceso A, la confianza que tenemos de que este suceso ocurra viene dada

por g(A).

Las medidas representables, o medidas de probabilidad superiores e inferiores [50] son una
particularizacion de una medida difusa. Un par de medidas difusas ({,u) se dice que son
representables si y sélo si existe una familia, no vacia, de medidas de probabilidad P tal que

I(A)= 1%16117; P(A), u(A) = ]Sjlé% P(A),YVACD,. (4.1)

Como veremos, los intervalos de probabilidad se pueden considerar como una particularizacion

de las medidas de probabilidad inferiores y superiores.

Otra particularizaciéon de las medidas difusas la constituyen las Capacidades de Choquet

de orden dos [39]. Un par de medidas difusas (/,u) son una capacidad de Choquet de orden
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dos (! es una capacidad 2-monétona y u es 2-alternante) si y sélo si

(AU B)+ (AN B) > I(A)+(B) VAC D,
wWAUB)+uwANDB) <u(A)+uB) VACD,.

Maés atn, es conocido que los pares de capacidades de Choquet de orden dos son siempre

medidas de probabilidad inferior y superior (ver Campos [21] y Huber [86]).

Para finalizar la seccién, consideramos otro subconjunto de las medidas difusas, las me-
didas de evidencia [50, 139] asociadas a una asignacién bésica de probabilidad m sobre D,.
Como se comentd en el capitulo anterior, la medida de creencia Bel y la medida de Plausi-

bilidad Pl vienen dadas como:

Bel(B) = Z m(A) y Pl(B)= Z m(A). (4.2)

ACB ANB#D

Recordemos que tanto las medidas de Posibilidad/Necesidad, como las medidas de prob-
abilidad son subclases de las medidas de evidencia. En la Figura 4.1 se representa una
clasificacién [103] de las distintas medidas difusas consideradas. Esta clasificacién va desde

las medidas mds generales a las mas especificas: Donde M D representa al conjunto de me-
MD

MR

Figura 4.1. Clasificaciéon de medidas difusas.

didas difusas, M R al conjunto de medidas representables, ('2 representa las capacidades de
Choquet de orden dos, KM a las medidas de evidencia, FC' a las evidencias consonantes

(Necesidades/Posibilidades) y PR a las medidas de probabilidad.
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4.3 Intervalos de probabilidad.

Sea X una variable que toma sus valores en un conjunto finito D, = {xy,29,...,2,} vy sea

L ={[l;,u],i=1,...,n} una familia de intervalos verificando que
0<l; <u <1 V.

Podemos interpretar estos intervalos como un conjunto de cotas de probabilidad. El conjunto

de distribuciones de probabilidad P sobre D, se define como
P = {P S P(Dw) | [; < p(wz) <y, Vl}, (4.3)

donde P(D,) representa el conjunto de todas las medidas de probabilidad definidas sobre un
dominio finito D,. Diremos que L es un conjunto de intervalos de probabilidad , y que P es

el conjunto de posibles probabilidades asociadas con L.

Como P es obviamente un conjunto convexo, podemos considerar un conjunto de in-
tervalos de probabilidad como un caso particular de un conjunto convexo (un politopo) de

probabilidades con un conjunto finito de puntos extremos [35, 69, 97, 109, 98].

Con el fin de evitar que el conjunto P sea vacio, es necesario imponer algunas condiciones
a los intervalos [l;, u;], como que la suma de las cotas inferiores sea menor o igual que uno y

que la suma de las cotas superiores sea mayor o igual que uno:

DL<1I<Y . (4.4)
=1 =1

Un conjunto de intervalos de probabilidad verificando la condicién (4.4) se denominara propio.
Siempre utilizaremos intervalos propios de probabilidad, ya que un intervalo de probabilidad

no propio, asociado al conjunto vacio, carece de utilidad.

A un conjunto propio de intervalos de probabilidad L, podemos asociarle, junto con un
conjunto convexo P, un par de probabilidades inferiores y superiores (I, u)[29, 34, 86, 171, 130]
a través de P como:

[(A)= inf P(A), u(A)=sup P(A), VACD,. (4.5)

PeP PeP
Por tanto, los intervalos de probabilidad pueden considerarse como un caso particular de prob-
abilidades inferiores y superiores, donde el conjunto de probabilidades asociadas estd definido
por un conjunto de restricciones que afectan dnicamente a las probabilidades individuales

p(z;) (restricciones como por ejemplo que p(z;)+p(z;) < w;j, o que p(a;)+p(z;)+p(zr) > Lk,
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en general son posibles cuando consideramos probabilidades inferiores y superiores, pero no
estan permitidas cuando consideramos los intervalos de probabilidad. Unicamente estan per-

mitidas restricciones del tipo p(x;) > l; v p(a;) < u;).

Para mantener la consistencia entre las dos posibles interpretaciones de los intervalos de
probabilidad, es importante que la restriccion de I(.) y u(.) a los singletons (conjuntos con

un Unico elemento) sea igual a los limites originales, es decir
({z:}) = b, uw({zi}) = ug, Vi (4.6)
Estas igualdades no son siempre ciertas, en general se satisfacen sélamente las desigualdades
[({zi}) 2 b, w({zi}) < i, Vi,

ya que para toda probabilidad P en P, es l; < p(x;) < u;, y tomamos el minimo y el maximo
sobre estas probabilidades. Pero es posible obtener la ignaldad modificando las cotas I; y u;
sin alterar el conjunto P, es decir, no modificamos el conjunto de posibles probabilidades.
Estudiemos primero qué condiciones tendrian que verificar los intervalos [I;, u;] para satisfacer

las igualdades (4.6) (en Tessem [162] podemos encontrar un estudio andlogo):

Proposicién 4.1 Dado un conjunto de intervalos propios de probabilidad L = {[l;,w;],1 =
1,...,n}, su correspondiente conjunto convexo de probabilidades P y un par de probabilidades
inferiores y superiores (I, u) asociado a L, entonces las igualdades (4.6) son ciertas si y solo

st se satisfacen las condiciones siguientes:

leﬁ—uigl yZUj+li21,Vi (4.7)
JF J#

Demostracién.

Como las desigualdades {({z;}) > l;,u({z;}) < u; Vi son siempre ciertas, entonces las
condiciones (4.6) son equivalentes a las siguientes: Para cada ¢ existen probabilidades
Pty Q tales que
Plai) = ui y 1; < piag) < uj, Vi # i, (4.8)
q'(x) =1 y [ < q'(aj) Sujp Vi # i (4.9)
Esto es debido a que las probabilidades P! y Q! verificando (4.8) y (4.9) pertenecen
a P y alcanzan los valores maximos y los minimos w; y [; respectivamente. Ahora la

equivalencia de (4.8)~(4.9)y (4.7) puede demostrarse facilmente después de unos simples

calculos algebraicos. a
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Un conjunto de intervalos de probabilidad verificando las condiciones (4.7) serd llamado
alcanzable. Este nombre hace referencia al hecho de que las condiciones (4.7) son equivalentes
a las igualdades (4.6), las cuales garantizan que las cotas inferiores y superiores [; y u; puedan
ser alcanzadas por alguna probabilidad en P. Veamos cémo podemos modificar estas cotas

inferiores y superiores sin cambiar el conjunto de posibles probabilidades asociadas P.

Proposicién 4.2 Sea L = {[l;,u;],i = 1,...,n} un conjunto propio de intervalos de probabil-
wdad y sea P el conjunto convexo de probabilidades asociado. Si definimos un nuevo conjunto

de intervalos de probabilidad L' = {[l},u}],i =1,...,n} a través de
=Ly 1= uj|,ui=un 1= 1], Vi, (4.10)
J# J#

entonces el conjunto de probabilidades asociadas a L' es también P.

Demostracién.

Sea P’ el conjunto de probabilidades asociadas a L'. Es facil ver que I/ < u!, Vi. Por
tanto, I; <1 < wul < w;, Vi, y entonces P’ C P.

Por otro lado, si P € P entonces, por la restriccién >, p(x;) = 1, es inmediato que
I <p(x;) <uVi. Luego, P P 'y P CP. 0

Por tanto, y por la proposicién 4.2, podemos reemplazar el conjunto de intervalos de prob-
abilidades original L por el conjunto L’ definido en (4.10) sin afectar el conjunto P. Esta
modificacién nos permite refinar las cotas de probabilidad que definen P de tal forma que

estas cotas sean siempre alcanzables, como nos muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3 El conjunto de intervalos de probabilidad L' definido en (4.10) es alcanz-
able.

Demostracién.

Demostraremos que Z#Z» ; +ul < 1Vi:
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SiVj#iesly >1—3 4 tn, entonces l; = 1[; Vj # 1. Bajo estas condiciones, como
up <1 =371, tenemos que 3-.; U+ uf = 30,4, 1 +u; < 1,y el resultado es cierto.
En caso contrario, si 3h # i tal que I, < 1=37, 4 W, entonces I} = 1=37_ ) tp. Con

wi g+ 1 =30 (1 = wy) + (wp —wi) + 1< 1

La demostracién para 3, —I—U; + Il > 1 Vi es similar. a

Como al reemplazar el conjunto de intervalos de probabilidades original L por el conjunto
mds restrictivo L’ no se modifica el conjunto de posibles probabilidades P, y como L’ es
una representaciéon mas fina de estas probabilidades, podremos realizar la sustitucién en los
casos donde L no satisfaga la condicién (4.7), y por tanto siempre utilizaremos intervalos de

probabilidad alcanzables.

Para los intervalos de probabilidad alcanzables tenemos la garantia de que los valores
l({x:}) y uw({z;}) de las probabilidades inferiores y superiores asociadas, ([, u), coinciden con
las cotas iniciales de probabilidad I; y u;, como la proposicién 4.1 establece. La pregunta que
nos podemos hacer es jQué ocurre con los valores de [(.) y u(.) para los otros subconjuntos
de D, que no son singletons? En otras palabras, ;Cémo podemos calcular los valores {(A)
y u(A) para cualquier subconjunto A de D,? La siguiente proposicién muestra la forma en

que estos valores pueden ser facilmente calculados a partir de [; vy u,.

Proposicién 4.4 Dado un conjunto alcanzable de intervalos de probabilidad L = {[l;, u;],7 =
1,...,n}, los valores del par de probabilidades inferiores y superiores (I, u) asociados con L

pueden calcularse a través de la siguiente expresion:

I(A)= > iV (1— Zui) cu(A)= D uiA (1— > li),VAng. (4.11)

;€A & A ;€A & A
Demostracién.

Demostraremos primero que {(A) = (35, cali) V(1 =32, g4 ui). Teniendo en cuenta
que I(A) = minpep P(A) = minpep ), 4 p(xi), es simple comprobar que I(A) >
(PCwieali) V(1 =30 g4 i)

Ahora, vamos a comprobar que se satisface la igualdad. Distinguiremos dos casos:

L. Supongamos que >, cqli 21— 3", a4 u;.



182 Intervalos de Probabilidad: Una herramienta para el razonamiento con incertidumbre.

Definimos A = 1 =37, c4 ;. Tenemos que >, g4 l; <A <57, o4 u;. Entonces podemos
encontrar nimeros ¢; tales que szeA ¢i = Ayl < ¢ < up Y, €A, Por tanto, si
definimos p(z;) = l; Yo, € A, p(z;) = ¢; Va; ¢ A, tenemos una probabilidad que
pertenece a P con P(A) =3, c4p(xi) = 3., eali- En este caso se cumple la igualdad.

2. Supongamos entonces que } 5, 4l <1 =37 a4 .

Definimos A =1—3", 54 u;. En este caso tenemos 3 4 i <A <37, 4 u;. Por tanto
podemos obtener nimeros ¢; con ineA ¢, = Ayl < ¢ < u VYo; € A, Definiendo
pla;) = u; Yo, € A, p(z;) = ¢; Vo, € A, tenemos una probabilidad que pertenece a P

parala que P(A) =1 - P(A)=1-3", 44 u. Por tanto la igualdad también se cumple

en este caso.

Finalmente, la expresion para la medida superior u(A) puede deducirse ficilmente por

dualidad. O

Cuando queremos obtener una especificacién completa para las medidas de probabilidad
superior e inferior en general (y para las medidas difusas generales también [160]), necesitamos
dar los valores de [(A) o de u(A) para cada posible A C D,. Esto es, necesitamos 2!zl
valores (con |D,| representando el cardinal del conjunto D,). Si consideramos las medidas
de probabilidad o posibilidad [175], es suficiente con tener los |D,| valores de estas medidas

para los singletons, y el resto pueden ser calculados como

P(A) = Z plz;), 1(A)= g}gﬁﬂ(wi), (4.12)
€A ¢

para las probabilidades P y posibilidades II, respectivamente. Los valores p(z;) y w(z;),
1 = 1,...,n, constituyen las distribuciones de probabilidad y posibilidad respectivamente.
Para los intervalos de probabilidad, necesitamos especificar inicamente 2| D, | valores en lugar
de 2P+l Por tanto podemos considerar {[l;,u;], ¢ = 1,...,n} como los valores de una
‘distribucion de intervalos de probabilidad’. Este hecho hace que los intervalos de probabilidad
sean un formalismo mads facil de manejar que las probabilidades inferiores y superiores o

incluso que las funciones de creencia y plausibilidad.

Como comentamos, los intervalos de probabilidad pueden considerarse como un caso par-
ticular de medidas de probabilidad inferior y superior, donde las restricciones que definen
el conjunto asociado de probabilidades P afectan dnicamente a los valores individuales de
probabilidad. La siguiente proposicién muestra cémo los intervalos de probabilidad siem-
pre pertenecen a una subclase bien conocida de las medidas de probabilidad inferiores y

superiores, las Capacidades de Choquet de orden dos [39].
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Proposicion 4.5 Las medidas de probabilidad inferior y superior asociadas a un conjunto

alcanzable de intervalos de probabilidad son siempre capacidades de Choquetl de orden dos.

Demostracién.

Demostraremos que VA,C' C D, tal que ANC = (), AP € P tal que
P(A)=1(A)y PLAUC)=1(AUC). (4.13)

Si esta condicién es cierta, entonces VA, B C D,, es ANB C AU B y por lo tanto
JP € P tal que P(ANB) = (AN B), P(AUB) = I[(AU B). Luego tenemos que
{(AUB)+1(ANB)=P(AUB)+ P(ANB)=P(A)+ P(B) > l(A)+1(B),y l(.) es una
capacidad 2-monétona. Mas ain, usando la relacién de dualidad entre [ y u, podemos
concluir que u(.) es una capacidad 2-alternante. Por tanto, si la condicién (4.13) es

cierta, ([, u) seran capacidades de Choquet de orden dos.

Sean A y C' dos conjuntos tales que AN C = (). Por la proposicién 4.4 sabemos que

=Y V(=D w), (AUC)= D Lv(l— Y w).
i€A igA i€ AUC ig AUC
para demostrar (4.13), distinguiremos cuatro casos, dependiendo de los posibles valores
para [(A) y [(AU C) (para simplificar la notacién, escribiremos ¢ € Ay j ¢ A en lugar
de z; € Ay z; ¢ A,y andlogamente para AU C):

LA = eali>2 1= Yigawsy AUC) =1 =400 Ui > Picavc li-

En estas condiciones, podemos definir A =1 =37, 4 i = > ;g auc wi- Es fdcil comprobar
que ) ;ecli <A< Y e u;. Luego es posible encontrar valores ¢;, ¢ € €', tales que
Yicct = Ay i < ¢ < u Vi € C. Luego definiendo p(x;) = [; @ € A, p(a;) =
w1 € AUC, p(x;) = ¢; @ € C, tenemos una probabilidad que pertenece a P y que
P(A) =3 ieali = 1(A),y P(AUC) = P(A)+ P(C) = Yieali+ X ico i = Xieali+ A =
L= igauc wi = (AUC).

2.0(A) = Yieali 2 1= gawiy HAUC) = Yicancli 2 1 = Figaue wi-

En estas condiciones tenemos que > igau0li 1= 3 icavcli < X igauc wi- Por tanto,

de nuevo encontramos valores ¢; ¢ ¢ AU C tales que > gqucci = 1= > caucli ¥

I <e¢ <u; Vig AUC. Asi, definiendo p(z;) = ¢; 0 ¢ AUC, p(z;) =11 € AUC,

obtenemos de nuevo una probabilidad que pertenece a P tal que P(A) =3 ;cali = ((A)
PAUC) = Sieanc li = (AU C).

3AMA) =1 =3 gauwi > 2ieali v HAUC) = Yicavc li 2 1 = Figaue i
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En estas condiciones podemos ver que p(z;) = [; 1 € A, p(a;)) = u; i+ € AUC y
plz;) = I, = u; ¢ € C, define una probabilidad que pertenece a P tal que P(A) =
Yicali=1=iccli—Yigavc i = 1= Xico i + Ligavc i = 1 =2 igaui = I(A),y

4 UA) =1 =3gauwi 2 3 iealiy HAUC) =1 =3 0400w > Xicauc bie

En este caso, las desigualdades > ;c4li < 1 — 3 04u; < 3 cqu; son ciertas. De
nuevo de; ¢ € A tal que Y ;o6 = 1 — Zz’eA w vl < ¢ <uy Vi € A Si definimos
plz;) = ¢ i € A, p(z;) = u; t ¢ A, obtenemos una probabilidad que pertenece a P
tal que P(A) = Ylicqci = 1= Ygaui = (A)y P(AUC) = Yicaci+ Liec ti =
L=3gatit Xiec i = 1= Y igauc i = (AU C).

Luego para los cuatro casos hemos demostrado (4.13). O

Para finalizar esta secciéon veamos cémo podemos obtener las probabilidades extremas

del conjunto convexo P asociado a un conjunto de intervalos de probabilidad L. Estas

probabilidades extremas proporcionan una representacién alternativa para P (en lugar de las

restricciones lineales, I; < p(z;) < w; Vi, >, p(@;) = 1, que definen P). De cualquier modo, en

general es mas eficiente la representacion de P a través de restricciones lineales que aquélla

basada en las probabilidades extremas. Esto es debido a que el nimero de probabilidades

extremas para un conjunto convexo P asociado a un conjunto de intervalos de probabilidad

puede ser muy grande: Como indica Tessem [162], el nimero maximo e(n) de probabilidades

extremas es

4

1 . .
x e(n) = ( mt ) ol gi poes impar

* e(n) = ( il ) %, si n es par

Por ejemplo, e(10) = 1260 y e(11) = 2722.

De cualquier modo, existen casos donde es necesario calcular las probabilidades extremas.

Por ejemplo, en Cano [35], se propone un método para propagar conjuntos convexos de

probabilidades en redes causales [126]. Si queremos propagar intervalos de probabilidad,

tenemos que obtener esas probabilidades extremas.

Como los intervalos de probabilidad son capacidades de Choquet de orden dos, el método

propuesto en [21] nos permite obtener todas las probabilidades extremas. En cualquier caso,
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este método es muy ineficiente. Una alternativa mejor es el método sugerido por Tessem
[162]. Nosotros proponemos un algoritmo recursivo que es mas eficiente en media que el

algoritmo dado por Tessem.

Utilizaremos una lista global Prob que incluird las probabilidades extremas encontradas,
y la probabilidad ‘parcial’ P (esto es, un conjunto de valores p;, ¢ = 1,...,n que verifican
las restricciones [; < p; < u; Vi pero no necesariamente la restriccién >, p; = 1). También
utilizaremos dos variables locales: Una lista Expl de indices explorados y un valor real A. Los

pasos de inicializacién son:

Algoritmo 4.1 (Inicializacién:)

% Prob — 0;
* Eapl — 0;
SRS S

* Forv=1ton dop; —I;;

Entonces llamamos al procedimiento recursivo Getprob( P, A\, Ezpl) que calcula e incluye en

Prob las probabilidades extremas.

Algoritmo 4.2 (GetProb (P, \,Fuzpl))

1. Fori=1ton do
If not belong(i, Kxpl)
then if A <wu; —1[;
then
U= Pis
pi—pit A
if not belong(P,Prob)
then append(P,Prob);
pi — v;
else
U= Pis

Pi < Uiy
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Getprob(P, A — u; + 1, Expl U{i});

pi — V5

Este algoritmo utiliza implicitamente una bisqueda en drboles donde cada nodo es una prob-
abilidad parcial y su hijo es un refinamiento del nodo padre al incrementar una componente

p;. Los nodos hojas del arbol son las probabilidades extremas.

Por ejemplo, para el conjunto de intervalos de probabilidad L definido sobre el conjunto

D, = {xy, 23, 23,24}, dado por
L ={[0,0.3],]0.4,0.5],[0.1,0.5],[0.1,0.4] }
las probabilidades extremas son
(0.3,0.5,0.1,0.1), (0.3,0.4,0.2,0.1), (0.3,0.4,0.1,0.2), (0.0,0.5,0.4,0.1),

(0.0,0.5,0.1,0.4), (0.0,0.4,0.5,0.1), (0.1,0.4,0.1,0.4), (0.0,0.4,0.2,0.4) .

Con el algoritmo anterior, para encontrar el conjunto de probabilidades extremas, una gran
parte del tiempo de ejecucion se dedica a testear si cada vez que se alcanza una probabilidad
extrema en el arbol de bisqueda, ésta ha sido alcanzada préviamente. Esto es debido a
que el algoritmo puede duplicar probabilidades extremas cuando, al tratar de refinar una
probabilidad parcial, incrementa las mismas componentes p; y p; en distinto orden (esto
ocurre cuando ambas componentes pueden ser incrementadas a los valores maximos u; y u;).
Para evitar este comportamiento, se puede realizar una poda sobre al arbol de bisqueda
de forma que si 7 < j y las dos componentes pueden incrementarse a su valor maximo, el
incremento sélo se realice cuando se alcance la ramificacién primero para ¢ y después para j.
La ramificacién en la que se considera primero el incremento para j y después el incremento

para 7 es podada.

Utilizando este criterio, se obtiene un descenso drastico en el tiempo de calculo nece-
sario. En la siguiente tabla se representan los resultados experimentales, donde para cada
distribucién de probabilidad de tamafio n se han generado 100 intervalos de probabilidad de

forma aleatoria y se aplican las dos versiones diferentes del mismo algoritmo

m ty 13
) 13.46 0.0066 | 0.0006
10| 83.01 0.4101 | 0.0057
15| 312.18 15.0981 | 0.0169
20 | 784.76 | 189.7078 | 0.0481
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En la tabla m representa el nimero medio de probabilidades extremas alcanzadas, y #;
(para el algoritmo que realiza la bisqueda en el arbol) y t3 (para el algoritmo que realiza la
poda) representan el tiempo medio (en segundos) necesarios para calcular las probabilidades

extremas.

4.4 Inclusion y Combinacion de Intervalos de Probabilidad

Dos aspectos importantes cuando se trabaja con informacién incierta son los que se refieren
a la precisién de una componente de informacién y a la agregacién de distintas componentes
de informacién. Con respecto al primer aspecto, vamos a estudiar el concepto de inclusiéon
en intervalos de probabilidad, que intenta clarificar cudndo un conjunto de intervalos de
probabilidad es mds preciso o contiene mas cantidad de informacién que otro conjunto. En
relacién con la agregacion, estudiaremos métodos para combinar dos (o mas) conjuntos de
intervalos de probabilidad de forma conjuntiva y disyuntiva. Para ello, utilizaremos una
interpretacion de los intervalos de probabilidad como un caso particular de las medidas de
probabilidad inferior y superior, formalismo en el que los conceptos de inclusién y combinacién
estan definidos [29, 19, 24].

4.4.1 Inclusién de intervalos de probabilidad.

Dados dos pares de medidas de probabilidad inferior y superior (I1,u1) y (I2,uz2), definidas
sobre el mismo dominio D, se dice que (I1,u1) esta incluida en (lz,u3), y se denota como
(li,u1) C (I3, uz), si y sélo si (ver Campos [29, 19] y Dubois [57])

[[1(A),u1(A)] C [l2(A),uz(A)], VAC D, (4.14)

Debido a la dualidad entre [ y u, la ecuacién (4.14) es equivalente a cualquiera de las siguientes
desigualdades

l1(A) > 13(A) VAC D,, (4.15)

ur(A) <wug(A) VAC D, (4.16)

Mas ain, (4.14) es equivalente a la inclusién del conjunto P; de probabilidades asociadas
a (l1,u1) en el conjunto correspondiente Py asociado a (Iz,u3), P1 C P. La inclusién de
(l1,u1) en (I3, usz) significa que (l1,uq) representa una informacién mas precisa que la dada

por (Iz, u3).

Diremos que un conjunto de intervalos de probabilidad L estd incluido en otro conjunto de

intervalos de probabilidad L', si el par de medidas inferiores y superiores (I, u) asociado con
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L estd incluido en el correspondiente par (I, u') asociado con L'. La inclusién para intervalos

de probabilidad se puede caracterizar como:

Proposicién 4.6 Sean L = {[l;,u;],i = 1,....n}, L' = {[l},ul],7 = 1,...,n} dos conjun-
tos de intervalos de probabilidad alcanzables sobre el mismo dominio D,. Fntonces L esta
incluido en L' si y sdlo si

[l w] C L ul] YVi=1,....n, (4.17)

o equivalentemente
<l <u; <ul Vi=1,...,n. (4.18)

Demostracién.

El resultado se obtiene de forma directa a partir de la proposicién 4.4 y de la monotonia

del operador maximo. a

Por lo tanto, como podiamos esperar, para chequear la inclusién entre dos conjuntos de
intervalos de probabilidad, sélamente hay que considerar los valores individuales I;, I/, u; y
/

ui.

4.4.2 Combinacién de Intervalos de Probabilidad.

La combinacion de dos medidas difusas se puede realizar en base a dos operadores, el operador
de conjuncién y el operador de disyunciéon. La semantica de la conjuncién y de la disyuncién

es clara:

* La conjuncién representa la conclusiéon que podemos tener si suponemos que las dos

componentes iniciales de informacién son ciertas.

* La disyuncién es la informacién que podemos tener si al menos una componente de

informacion es considerada como cierta.

Si consideramos la combinacion de medidas de probabilidad inferior y superior, la combi-
nacién disyuntiva y conjuntiva de estas medidas, que se corresponden con los operadores ‘or’
y ‘and’ respectivamente, fueron dadas por Campos [19, 29]. La idea es simple: la relacion
de inclusion define una relacion de orden parcial sobre la familia de pares de probabilidades

inferiores y superiores. La conjuncién de dos pares (I,u)y (I',u'), notada como (I @0, u®u’),
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se define como el infimo de ({,u) y (I',u'), si existe una cota inferior comin, esto es, es el
mayor par incluido en ({,u) y en (I';u'). Andlogamente, la disyuncién de (I,u) y (I',u),
notada como (I® ', u®u'), es el supremo de (I, u) y (I',u'), el menor par incluyendo a (I,u) y
(I';u’). La conjuncién es el par de medidas de probabilidad inferiores y superiores asociadas
con la interseccién PNP’ de los conjuntos de probabilidades P y P’ asociados con las medidas
superiores e inferiores iniciales. Similarmente, la disyuncién es el par de medidas asociadas

con el conjunto de probabilidades P U P’.
Fl célculo de la disyuncién (I @', u @ u’) es muy simple: se puede ver [29, 19] que
(D) (A)=min(l(A),I'(A)), (u® u')(A) = max(u(A),u'(A)), VAC D,. (4.19)

Sin embargo, el célculo de la conjuncién (I ® I',u @ u’) no es tan facil. En general, necesi-
tamos resolver un problema de programacién lineal para cada valor (I @ I)(A) (los valores
de (u®@ u')(A) pueden ser obtenidos por dualidad, ver Campos [29]). Ademds, puede ocurrir
que la conjuncién no exista. En estos casos diremos que los pares de medidas son no com-
patibles: La informaciéon que representan no puede ser simultineamente cierta. Claramente

la compatibilidad se obtiene si y sélo si el conjunto P NP’ es no vacio.

Podemos definir la combinaciéon de dos conjuntos de intervalos de probabilidad como la
combinacion de los pares de probabilidades inferiores y superiores asociados. Pasaremos a

caracterizar la compatibilidad y daremos formas especificas para la combinacién en intervalos

de probabilidad.

Proposicién 4.7 Sean L = {[l;,uw;],i = 1,...,n}, L' ={[l},ul],i = 1,...,n} dos conjuntos
de intervalos de probabilidad alcanzables sobre el mismo dominio D,. Entonces L y L' son

compatibles si y solo si

i3 i3
L<u yll<wVi=1,....n, y Z(li\/ <1< Z(UZ Aulb). (4.20)
Demostracién.
La demostracién es simple, por lo que la omitimos. a

La siguiente proposicién muestra que la conjuncién de dos conjuntos de intervalos de

probabilidad es otro conjunto de intervalos de probabilidad:
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Proposicion 4.8 Sean L = {[l;,u;],i =1,...,n}, I’ = {[l},u}],i = 1,...,n} dos conjuntos
de intervalos de probabilidad alcanzables y compatibles sobre el mismo dominio D,.. Entonces
su conjuncion es el conjunto de intervalos de probabilidad alcanzables L & L' = {{(1@1);, (v ®
u')il,i=1,...,n}, donde

(l@1); = max{l;, },1 = > min(uj,u})}, (4.21)
J#
(v @) = min{u;, uf, 1= max(l;,15)} (4.22)
JF

Demostracién.

La conjuncién es el par de probabilidades inferiores y superiores asociadas con el con-

junto de probabilidades P N P’. Obviamente, este conjunto es
PNP ={PePD)| VI <plx;) <ug Aujy Vi),

Como PNP’ estd definido por restricciones que afectan sélamente a probabilidades indi-
viduales p(x;), es claro que {[l; VI, u; Aul],i=1,...,n} es un conjunto de intervalos de
probabilidad cuyo conjunto de probabilidades asociadas es PN P’. Entonces, utilizando
las proposiciones 4.2 y 4.3, la expresién para el conjunto de intervalos de probabilidad

equivalente, pero alcanzable, coincide con (4.21) y (4.22). O

Con respecto a la disyuncién, aunque es ficil de calcular, el problema que se plantea es
que esta operacién no es cerrada para intervalos de probabilidad: La disyuncion L® L’ de dos
conjuntos de intervalos de probabilidad L y L' es siempre un par de medidas de probabilidades
superiores e inferiores, pero no es necesariamente un conjunto de intervalos de probabilidad.

Veamos este hecho a través del siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1 Consideremos los siguientes conjuntos de intervalos de probabilidad (en reali-

dad, dos probabilidades individuales), definidas sobre el dominio D, = {z1, 22,23, z4}:
L = {[l, u1] = [0.3,0.3], [l3, uz] = [0.4,0.4], [I3, us] = [0.2,0.2], [l4, ua] = [0.1,0.1]}
L/ = {[livull] = [00700]7 [lévu/Z] = [01701] [137 US] [0 5 0. 5] [147 u4] [0 4 0. 4]}

Segin (4.19), algunos de los valores de (I @& 1") y (u @ u') son:

* (Ial')1=03A0=0,(13!');=02A0.5=0.2,
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*(ud )y =04V0.1=04, (udu)y=0.1V04 =04,
x (L& ) ({x1,23}) = 0.5 A 0.5 = 0.5

Si L @& L' fuese un conjunto de intervalos de probabilidad, por la proposicién 4.4 tendriamos

que
() ({znes)) = (&)1 + 1BV (1= (ud )y — (udu')y) = 0.2 £ 0.5

Por tanto, en este caso, L @ L’ no puede ser un conjunto de intervalos de probabilidad. O

Para obtener un intervalo de probabilidad como resultado de una disyuncién de dos conjun-
tos de intervalos de probabilidad, podemos encontrar el conjunto intervalos de probabilidad
que sea la mejor aproximacién de L ¢ L’. Por tanto, buscamos un conjunto de intervalos de
probabilidad, notado por (L & L')%, tal que:

1. L @ L' esté incluido en (L @ L')* (para no incluir informacién adicional),

2. Todo otro conjunto de intervalos de probabilidad incluyendo L @ L' debe incluir a

(L @ L")* (tratamos de perder la menor cantidad de informacién posible).

La siguiente proposicion muestra que siempre podemos encontrar un conjunto de intervalos

de probabilidad verificando estas condiciones, dando la expresiéon concreta de cémo hacerlo:

Proposicién 4.9 Sean L = {[l;,u;],i = 1,...,n}, L' = {[l},ul],i = 1,...,n} dos conjun-
tos de intervalos de probabilidad alcanzables sobre el mismo dominio D,y sea L @& L' su

disyuncion. Se define el conjunto alcanzable de intervalos de probabilidad (L & L')* como
(La LY ={Lrl,uVul], i=1,...,n}. (4.23)

Entonces L & L' C (L & L") y para cualquier otro conjunto de intervalos de probabilidad L”
tal que L ® L' C L", tenemos que (L & L')* C L.

Demostracién.

Primero, es muy simple ver que (L @ L’)* verifica las condiciones (4.7) que carac-

terizan la alcanzabilidad, dado que L y L’ son conjuntos alcanzables de intervalos
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de probabilidad. Ahora, veamos que L & L' C (L & L')*: De (4.19), tenemos que
(I ") (A) = min(l(A),I'(A))YA C D,; de (4.23) y (4.11) se deduce que (I ")*(A) =
Dicalli NIV (1 = 3g4(u; V up)). Entonces obtenemos que [(A) > (I @ I')*(A) y
U'(A)> (Ial)*(A). Luego (I®I')(A) > (Igl')*(A) VA C D,, y de 4.15 concluimos que
Lol C(LoL)

Finalmente, demostremos que si L” es un conjunto de intervalos de probabilidad tal
que L & L' C L”, entonces (L @ L')* C L": la condicién L @ L' C L” implica que
"A) < (Ial)A) < (usu)(A) < u'(A),YA C D,. En particular, tenemos que
U<l =LA <wyvu = (udd) <u Vi Pero(Il) =LAlYy
(u@u')f = u; Vul, y por tanto tenemos que I < (I3 1")} < (ud v')f < uf Vi. Por la

proposicion 4.6, esto es equivalente a la inclusién de (L @ L')* en L. a

Por la proposiciéon 4.9, si queremos obtener una combinacién disyuntiva cerrada para

intervalos de probabilidad, la mejor opcién es definirla como (L ¢ L')* en (4.23).

4.5 Marginalizacion y Condicionamiento de Intervalos de
Probabilidad

Usualmente, nuestro interés no se centra inicamente en una variable sino que trabajamos con
varias variables definidas sobre diferentes dominios, que tienen algunas relaciones entre ellas.
En esos casos, tenemos una dnica componente de informacién sobre el conjunto de variables
(0 un nimero de componentes de informacién sobre distintos subconjuntos de variables).
En estas situaciones, necesitamos una herramienta que nos permita obtener informacion
sobre una variable o un subconjunto de variables a partir de la informacién conjunta. Esta
herramienta es el operador de marginalizaciéon. Ademds, necesitamos un mecanismo para
actualizar la informacién sobre una o varias variables cuando conocemos con seguridad los
valores tomados por otras variables. Este es el operador de condicionamiento. En esta seccién
definimos y estudiamos el concepto de marginalizacién y condicionamiento para intervalos
de probabilidad. Estudiaremos el caso simple cuando tenemos sélo dos variables, pero la

generalizacién al caso en que tenemos mas variables es directa.

Por tanto, consideremos dos variables X e Y que toman valores en los conjuntos D, =
{z1,29,...,2,} y Dy = {¥1,Y2,. .., Ym } respectivamente, y un conjunto alcanzable de inter-
valos de probabilidad bidimensional L = {[l;;,u;;],2=1,...,n,5 =1,...,m}, definido sobre
el producto cartesiano D,xD,, representando la informacién conjunta disponible sobre estas

dos variables.
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4.5.1 Marginalizacién de intervalos de probabilidad.

En primer lugar vamos a definir la medida marginal para estos intervalos de probabili-
dad. Para ello, podemos utilizar la interpretacién del conjunto de intervalos de probabilidad
como un par de medidas de probabilidad inferior y superior (/,u). Dado (I,u), las medi-
das marginales (I, u;) sobre D, (para las marginales sobre D, es andlogo) estan definidas
[102, 115] como:

I-(A) = l(AxDy), uy(A)=u(AxD,), VAC D,. (4.24)

Esta definicién, que reproduce la definicién usual de marginalizacién para las medidas de
probabilidad, preserva la dualidad entre [, v u,. Se puede demostrar que la marginal-
izacién, definida anteriomente, es una operacion cerrada para la mayoria de las subclases de
medidas de probabilidad inferior y superior (necesidades/posibilidades, funciones de creen-
cia/plausibilidad, capacidades de Choquet de orden dos, ...), esto es, la medida marginal

pertenece a la misma clase que la medida bidimensional [102, 115].

Alternativamente, podemos utilizar la interpretacion de los intervalos de probabilidad
como conjuntos convexos de probabilidades, y definir la medida marginal de L sobre D, como
el conjunto P, de probabilidades marginales de las probabilidades en el conjunto convexo P,

con P el conjunto de probabilidades asociadas con L, es decir

P, =4P € P(D,)|3Q € P tal que p(x;) = Zq(wi,yj) Vi}. (4.25)
=1
Ambas definiciones son equivalentes, en el sentido de que P, es justamente el conjunto de

probabilidades asociadas con (I, u,), como indica la siguiente proposicion.

Proposicién 4.10 Dado un conjunto L = {[l;;,u;;],i=1,...,n,7=1,...,m} de intervalos
de probabilidad alcanzables bidimensionales, el correspondiente conjunto convexo de proba-
bilidades P y el par de probabilidades inferior y superior (I,u) asociado con L, entonces las
medidas marginales (1, uy) definidas en (4.24) y el conjunto de probabilidades P, definido
en (4.25) verifican la siguiente relacion:

I(A) = min P(A), us(A)= max P(A), VAC D,. 4.2
(4) = min P(A), us(A) = max P(A), ¥ (4.26)

Demostracién.

La demostracion es simple, y por tanto la omitiremos. a
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La proposiciéon 4.10 muestra que podemos definir las marginales de un conjunto de inter-
valos de probabilidad de forma consistente con las dos interpretaciones de los intervalos de

probabilidad. Ademds, se puede probar que estas marginales son en realidad intervalos de

probabilidad:

Proposicién 4.11 Sea L = {[l;;,u;;],i =1,...,n,j = 1,...,m} un conjunto alcanzable de
intervalos de probabilidad bidimensional. Entonces las medidas marginales inferiores y supe-

riores (I, uy) definidas en (4.24) estdn asociadas con el conjunto de intervalos de probabilidad

alcanzables L, = {[l;,w;],1 = 1,...,n}, definido como:
= L V(1=) > uy) i=1,....n, (4.27)
J=1 k#ij=1

ui:Zuij/\(l_ZZlkj)aizla---an- (4.28)
7=1

ki j=1

Demostracién.

Primero, es sencillo comprobar que el conjunto P, de probabilidades asociado a las
medidas marginales (l,,u,) de L es

m

P = {P € P(Dw) | Z lij < p(wz) < Zuij, Vl} .
7=1

i=1

Asi, P, estd definido mediante restricciones que afectan inicamente a los valores indi-
viduales de probabilidad p(z;). Por tanto, P, estd asociado con el conjunto de intervalos
de probabilidad {[3~; l;;,>"; ui;],7 = 1,...,n}. Ahora, utilizando (4.10), el conjunto de

intervalos equivalente, pero alcanzable es precisamente el definido en (4.27) y (4.28). O

Conviene observar que el calculo de la medida marginal de una variable es facil: sélo tene-
mos que sumar los valores l;; y u;; sobre el resto de las variables; los intervalos equivalentes,
pero alcanzables se pueden obtener utilizando las férmulas (4.27) y (4.28). Si queremos
calcular los valores de las medidas marginales [, y u, para subconjuntos distintos de los

singletons, se pueden obtener utilizando la proposicién 4.4.

4.5.2 Condicionamiento de intervalos de probabilidad.

Para definir el condicionamiento para los intervalos de probabilidad, utilizaremos de nuevo

su interpretaciéon como probabilidades inferiores y superiores, ya que existen en este entorno
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distintas definiciones de condicionamiento disponibles (ver Moral y Campos[30]). Utilizare-
mos la siguiente definiciéon de condicionamiento [57, 30, 89]: Dado un par de probabilidades
inferiores y superiores (I, u) definidas sobre un dominio D, y dado un subconjunto B C D,
las medidas condicionales inferiores y superiores, supuesto que conocemos B, (I(.|B),u(.|B))
estan definidas como

(AN B)
I(ANB)+u(AnB)’

W(A|B) = w(ANB)

((AlB) = T w(ANB)+I(ANB)

ACD. (4.29)
En nuestro caso, tenemos un conjunto de intervalos de probabilidad bidimensional, I =
{llijyuiz],0 = 1,...,n,j = 1,...,m}, y queremos calcular los intervalos de probabilidad
condicional para una variable, por ejemplo X, dado que conocemos el valor de otra variable,

por ejemplo Y = y;. Entonces, la ecuacién anterior (4.29) se puede expresar como

[({(zi yi)})
(@i, y)}) + u((De = {w:})x{y; )’

u({(i,9;)})
ul{(wiyj)}) + U(De = {wi})x{y;})

Teniendo en cuenta las expresiones para las medidas superiores e inferiores asociadas a un

Ly = Uwilyy) = [z dxDy| Daxfy;}) = 5

wy; = w(@ily;) = u({edxDy|Dax{y; }) =

conjunto de intervalos de probabilidad dadas en la proposicién 4.4, el conjunto de intervalos

de probabilidades sobre X condicionado a que Y = y; es

donde /
Li; = i , 4.30
T L+ (ki whg A (L= 228 2y len — 1ij)) (4.30)
U = . 4.31
U g+ (Dt g V(1 = 305 2t kn — i) (4.31)
Si definimos Lee, Uses Lies Leh, Ukes Uep a través de las siguientes expresiones:
Lee = Zzlkh’ Lie = Zlkh, k= 1,....n, Lep = Zlkh, h = 1,....m,
k=1 h=1 h=1 k=1
Uoo = Z Zukhv Uko = ZUkh, k= 1,...,71, Uoh = Zukh’ h = 17___777@7
k=1 h=1 h=1 k=1
entonces los intervalos de probabilidad condicional [l;);, u;;] pueden expresarse como
L, = (4.32)

W (Uay = (i = L)) A (L4 Loy = Lag)”
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(179
;4 J

i (Loj+ (uij — 1)) V(1 + Usj — Uss) (4.33)

Notemos que el calculo de los intervalos de probabilidad condicional es muy simple.
Ademds como demuestra la siguiente proposicién estos intervalos son siempre alcanzables,
y por lo tanto no es necesario transformarlos en intervalos alcanzables mediante las proposi-

ciones 4.2 y 4.3.

Proposicién 4.12 Dado un conjunto L = {[l;;,u;],i =1,...,n,5 =1,...,m} de intervalos
alcanzables de probabilidad bidimensional, entonces para cada j = 1,...,m, el conjunto de

intervalos de probabilidad condicional L(X | Y = y;) es siempre alcanzable.

Demostracién.

Denotemos por P(X|7) al conjunto de probabilidades asociadas a un intervalo de prob-
abilidad condicional L(X|Y = y;) dado en (4.30) y (4.31), esto es

P(X|7)=AP € P(Dz) | l;j; < pa;) < ugp; Vi

Entonces, con un razonamiento andlogo al seguido en la proposicién 4.1, para demostrar
la alcanzabilidad, es suficiente con demostrar que para cada i existen probabilidades P*
y Q' que pertenecen a P(X|j) cuyo valor para los singletons {z;} coincide con Lij; v uq);

respectivamente, esto es
(@) = L v ley; < p'(an) < gy VR F£ 0,
q'(z:) = w5 ¥ ley < q'(2g) < gy Ve £ 1
Probaremos sélamente la primera condicién, la demostracion para la segunda es andloga.

La demostracién se basa en el siguiente resultado para las capacidades de Choquet
de orden dos (ver Campos et al.[30]): Si (/,u) es un par de capacidades de Choquet
de orden dos, siendo P el conjunto asociado de probabilidades, entonces las medidas

condicionales definidas en (4.29) pueden escribirse como
[(A|B) = min P(A|B A|B) = P(A|B), VA, VB.
(A]5) = min P(A|B), u(A|B) = max P(4|B), V4, ¥

Como las medidas asociadas al conjunto de intervalos de probabilidad, segin la proposicién
4.5, son siempre capacidades de Choquet de orden dos, entonces el resultado anterior

puede ser aplicado. Luego

ly); = glel% P(zily;) < Plagly;) < I}glea%(P(wHyj) = ug;, VP € P, Vk,j.
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Entonces, dado i, existe una probabilidad P que pertenece a P tal que [;; = P(z;]y;). La
probabilidad condicional P(.|y;) es justamente la probabilidad P? que estamos buscando.
O

Para finalizar esta seccién, consideremos el siguiente ejemplo, donde se utilizan los con-

ceptos estudiados:

Ejemplo 4.2 Estamos desarrollando un estudio en una factoria de coches. Nuestro objetivo
es conocer los porcentajes de produccion de vehiculos clasificados en dos categorias, Motor (Cv
90, 115) y el Modelo (Md Alfa, Beta). Para conocer las tasas exactas de produccién, decidimos
preguntar al Jefe de Produccién, pero desafortunadamente se encuentra de vacaciones. Por
tanto, nos conformamos con entrevistar a un miembro de su equipo, D. XX, el cual no tiene
un conocimiento exacto sobre las tasas, respondiendo a nuestras preguntas en los siguientes
términos: ‘La tasa de produccién para un Modelo Alfa con 90 Cv. esta entre el 30% y el 40%,
con no mas de un 20% para el modelo Beta con 90 Cv. Para el modelo Alfa con 115 Cv, la
producciéon es exactamente del 20%, y entre el 30% y el 50% para el modelo Beta de 115 Cv.’
Esta informacién puede representarse en la siguiente tabla bidimensional de intervalos de

probabilidad alcanzables:

Md Alfa Md Beta
Cv 90 [0.3,0.4] [0.0,0.2]
Cv 115 | [0.2,0.2] [0.3,0.5]

Si queremos obtener informacién sobre la variable Motor o Modelo, debemos marginalizar,

utilizando (4.27) y (4.28), las marginales son

Cv 90 Cv 115 Md Alfa Md Beta
[0.3,0.5] [0.5,0.7] [0.5,0.6] [0.4,0.5]

Con el fin de mejorar la informacién, decidimos continuar el estudio entrevistando al
personal de la cadena de montaje. Seleccionamos a un mienbro de la seccién de motor, D.

YY, quien nos comenta que ‘La proporcién para la producciéon de vehiculos equipados con



198 Intervalos de Probabilidad: Una herramienta para el razonamiento con incertidumbre.

motor de 115 Cv es al menos del 60%’. D.ZZ, de la seccién de equipamiento comenta que

‘las tasas para ambos modelos, Alfa y Beta se encuentra entre el 40% y 60%’.

Las respuestas de D.YY y D.ZZ se representan mediante el siguiente conjunto de intervalos

de probabilidad:

Cv9d Cv 115 Md Alfa Md Beta
0.0,0.4] [0.6,1] 0.4,0.6]  [0.4,0.6]

Para precisar nuestro conocimiento sobre el Motor, podemos combinar la informacion
dada por D. XX con la informaciéon dada por D. YY utilizando el operador conjuntivo. El
resultado utilizando (4.21) y (4.22), es

Cv90 Cv 115
[0.3,0.4] [0.6,0.7]

Esto es, entre el 30% y 40% de los coches estdn equipados con un motor de 90 Cv. y
entre un 60% y 70% de la produccién estd equipada con mototes de 115 Cv. Otra forma de
expresar esta informacion es la siguiente: Al menos, el 30% de los vehiculos estan equipados
con un motor de 90 Cv. y el 60% lo estén con un motor de 115 Cv, sobre el 10% restante no

estamos seguros de la motorizaciéon que puedan tener.

Con respecto al Modelo, podemos combinar la informacién marginal que se obtiene a partir
de las respuestas de D. XX y la informacién de D. ZZ. En este caso, D. ZZ no proporciona
nueva informacion, (esta incluida en la anterior) y por tanto la combinacién no cambia la

informacién proporcionada por D. XX.

Finalmente, si queremos obtener informacién sobre la proporcién de coches para un de-
terminado modelo que tiene las dos posibles motorizaciones, podemos calcular los intervalos

de probabilidad condicionales del motor dado el modelo. Estos son:

Modelo Alfa Modelo Beta
Cv 90 Cv 115 Cv90 Cv1ls
[0.6,0.67] [0.33,0.4] [0,0.4] [0.6,1]

Esto es, para un modelo Alfa, el 60% utilizan un motor de 90 Cv, el 33% utilizan un motor

de 115 Cv y el 7% podria utilizar indistintamente uno u otro. Analogamente el 60% de los
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modelos Beta equipan un motor de 115 Cv y no tenemos informacion sobre el 40% restante.
O

4.6 Integracion con respecto a intervalos de probabilidad.

En la teoria de la probabilidad, el concepto de esperanza matematica o integral con respecto a
una medida de probabilidad juega un papel importante tanto desde un punto de vista teérico
como practico. En efecto, la integracién es 1til, por ejemplo, para derivar la probabilidad
de un suceso A, P(A), a partir de las probabilidades condicionales P(A|B;) de ese suceso,
dado un conjunto de sucesos mutuamente exclusivos y exhaustivos Bi,..., By, v de las
probabilidades de estos sucesos P(B;). Conceptos como la entropia de una distribucién de
probabilidad o de la cantidad de informacién sobre una variable que otra variable contiene
pueden ser definidos con ayuda de una integral. Basicamente, una integral con respecto a una
medida de probabilidad es una herramienta capaz de resumir toda la informacién dada por
una funcién en un unico valor; este valor es una especie de media de la funcién en términos
de la medida de probabilidad. La integraciéon tambien es esencial en problemas de decision

con incertidumbre. Los siguientes ejemplos ilustran este punto:

Ejemplo 4.3 Supongamos que podemos seleccionar el jugar con una de las dos siguientes
loterfas. La dos tienen tres posibles salidas x1, 9 0 x3. Si seleccionamos z; y ésta es el
resultado de la loteria, obtenemos un premio. Los premios son los mismos para cada loteria,
esto es 10$ para x1, 5$ para x9 y 20$ para x3. Las probabilidades de cada resultado para

cada loteria son:

Loteria 1 Loteria 2
pler)  ple2)  plas) ple1)  ple2)  plas)
0.75 0.15 0.1 0.4 0.4 0.2

.Qué loterfa es mejor? Empleando algunas suposiciones sobre lo que es un ‘comportamiento
racional’, escogeremos aquella para la que en media se obtenga un premio mejor. Luego, si
calculamos el premio esperado F P para cada loteria (como una integral de la funcién premio

con respecto a su probabilidad), obtenemos que

* EP(loterfa 1) = 10.25
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* I P(loterfa 2) =9

Por tanto, podemos esperar que la loterfa 1 proporcione un mejor premio y serd la escogida.
O

Ejemplo 4.4 Después de realizar una serie de pruebas, se determina que la enfermedad de
un paciente es una de entre las siguientes posibilidades, x1, 22 0 23, con probabilidades 0.6,
0.3 y 0.1 respectivamente. Cuando los doctores deciden un diagnéstico, aplican el tratamiento
correspondiente. Un diagndstico erréneo tiene un costo que depende de la enfermedad real

que padece el enfermo y el diagnéstico dado. Los costos se reflejan en la siguiente tabla:
Enfermedad real

cj | T1 T2 T3
zy |0 60 100
z9 |30 0 90
zsz |40 50 0

diagnéstico

.Qué diagndstico deberfa escoger el doctor? Si tenemos informacién probabilistica sobre
la. enfermedad real, un comportamiento ‘racional’ puede ser aquel que minimice el costo
medio. Por tanto, si seleccionamos la enfermedad z;, el costo medio de esta seleccién es
C(a;) = p1 * ¢i1 + P2 * ¢z + p3 * ¢;3, esto es, la esperanza matematica de la funcién costo
correspondiente a la elecciéon de z; con respecto a la probabilidad de la enfermedad. En
nuestro caso C(x1) = 28, C(zy) = 27y C(x3) = 39, y por tanto el mejor diagndstico es que

el paciente tiene la enfermedad x,. a

En esta seccién estudiaremos el concepto de integracion cuando la medida de incertidumbre
subyacente es un conjunto de intervalos de probabilidad. Por tanto, en los ejemplos ante-
riores, incluso cuando no tenemos informacién puramente probabilistica, podemos realizar

comparaciones y tomar decisiones, en base a un ‘comportamiento promedio’.

De nuevo, utilizaremos la interpretacién de los intervalos de probabilidad como un caso
particular de las medidas de probabilidades inferiores y superiores, las cuales son casos parti-
culares de las medidas difusas, para las que hay disponibles distintos métodos de integraciéon
(integrales difusas). Las dos integrales difusas mds importantes son la integral de Sugeno
[160] y la integral de Choquet [39].
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Definicién 4.1 Sea g una medida difusa sobre X, con h : X — [0,1]. La integral de Sugeno
de h con respecto de g es

froo=5,= o (ot

donde H, = {z € X | h(z) > a}

Definicién 4.2 Sea g una medida difusa sobre X yh : X — RT una funcién real no negativa.

La integral de Chogquet de h con respecto a g se define como

B = [ g,

donde H, = {z € X | h(z) > a}.

Utilizaremos la integral de Choquet, ya que estd mdas proxima en filosofia a la esperanza
matematica que la integral de Sugeno, y por tanto nos parece apropiada para los intervalos
de probabilidad. Ademas, la integral de Choquet puede definirse para cualquier funcién real-
valuada mientras que la integral de Sugeno esta definida sélo para funciones que toman valores
en el intervalo [0,1]. Ademds, las integrales superiores e inferiores, definidas por Dempster
[50] para las medidas de evidencia, son casos particulares de las integral de Choquet para las
medidas difusas (ver [31, 22] para un estudio en profundidad de las integrales de Choquet y
de Sugeno).

En nuestro caso, tenemos un conjunto L de intervalos de probabilidad, y el par asociado
de medidas de probabilidad inferior y superior (I, u). Luego, podemos definir la integral de
Choquet con respecto a las dos medidas difusas {(.) o u(.). Notaremos la integral inferior de
Choquet como Ej(h) y la superior como E,(h), formando un intervalo [E;(h), E,(h)]. Esta
interpretacién como un intervalo estd justificada por las siguientes igualdades (que son ciertas
para las capacidades de Choquet de orden dos [39, 87]), y que relacionan los valores E;(h)y
E,(h) con las integrales Ep(h) con respecto a probabilidades P que pertenecen al conjunto

P asociado a L:

Ei(h) = glel% Ep(h), Ey(h) = max Ep(h). (4.34)

Las expresiones especificas para Ej(h) y E,(h) para el caso de intervalos de probabilidad

alcanzables son las siguientes:

Ei(h) = ipih(%)a (4.35)

Ey(h) = Zn:%'h(xi)v (4.36)
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donde:
h:D, — Rt es una funcién real tal que h(xy) < h(zg) < ... < h(z,),

(p1,P2, -y Pn) = (ur,ug, .., uk—1,1 — Liy1 — Ug—1,lpy1, ..., 0,) vy k es un indice tal que
lp <1 = Liggpr = Uy Sugy y L= 370200, U = 5752wy Vi,

(015G2, -5 Gn) = (Iiyloyeeylp g, 1 — DP78 — UM 0o uy), v hoes el indice tal que
b <1—LP 1 UM gy D=5 L, U =y Vi

i=1 i=i
Un sencillo algoritmo para calcular los pesos p; de la expresion (4.35) es el siguiente

Algoritmo 4.3 (Pesos p;)

S — 0,
Fori=1ton—1do S «— 5+ uy;
S —S4+1;

k — n;

While S > 1 do

S =85 —up—1 + lp—1;

e = Ui

k—Fk—1;
Fori=1tok —1 dop; — uy;
pr— 1 =5+ 1k

Un algoritmo andlogo se puede obtener para los pesos ¢; en (4.36):

Algoritmo 4.4 (Pesos ¢;)

S — 0,
fori=1ton—1do S «— S+ 1;
S — 5+ uy,;

k — n;

While S <1 do

S =S+ up—1 —lp_1;

Pk — Uk

k—Fk—1;
Fori=1tok—1dop; — ;;
pE = 1 =5+ u;

Para finalizar esta seccién, consideremos una version modificada de los ejemplos 4.3 y 4.4
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(podemos encontrar un estudio de problemas de decisién en la teoria de la evidencia en [15],

y para otros formalismos en [111, 170]):

Ejemplo 4.5 Consideremos la misma situacién que el Ejemplo 4.3, pero ahora la informacién
sobre el resultado de la loteria 2 no es completamente precisa: Todo lo que conocemos sobre

ella es el siguiente conjunto de intervalos de probabilidad:

[li,ua]  [la,ug]  [ls,us]
0.2,04] [0.4,0.6] [0.1,0.2]

Entonces, calculando el intervalo para la ganancia esperada para la loteria 2 utilizando (4.35)
y (4.36), obtenemos el intervalo [8,10]. Por tanto, seguimos prefiriendo la loteria 1, que da

una ganancia esperada de 10.25. O

Ejemplo 4.6 Supongamos que en el Ejemplo 4.4, la informacién sobre las tres posibles

enfermedades no es una probabilidad, sino el siguiente conjunto de intervalos de probabilidad:

Enfermedad 21 29 3
[l;, u;] [0.5,0.7] [0.2,0.4] [0.1,0.2]

Entonces si calculamos los intervalos para los costos esperados, para cada elecciéon posible,

obtenemos:

C(zy) = [22,38], C(x2) = [24,36], C(z3) = [34, 40].

De esto podemos obtener la siguiente conclusién, es claro que el peor diagnéstico es z3. Entre
1 Yy &g, quizas la eleccion dependa de la actitud que tome el decisor ante el riesgo: Una
persona optimista preferiria 21 ya que esta eleccidon nos garantiza un costo esperado inferior
menor que el esperado para x5. Un decisor pesimista preferiria zo ya que proporciona un
costo superior esperado menor que x1. Obviamente, cualquier criterio intermedio es posible.
O
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4.7 Intervalos de probabilidad y funciones de Creencia /
Plausibilidad

Las funciones de Creencia y Plausibilidad constituyen un formalismo intersante para repre-
sentar la incertidumbre. Independientemente de las diferentes interpretaciones [50, 139, 148],
aqui las consideraremos como capacidades de Choquet de orden infinito. Por tanto también
son capacidades de Choquet de orden dos. Conocemos que los intervalos de probabilidad
también son capacidades de Choquet de orden dos. Sin embargo, en general los intervalos de
probabilidad no son funciones de Creencia/Plausibilidad. La Figura 4.2 nos indica el punto
en el cual se localizan los intervalos de probabilidad dentro de la clasificaciéon para las medidas

difusas.

D

2

e )

1l

Figura 4.2. Clasificacién de medidas difusas.

m
'
m Q
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Aunque las funciones de Creencia y Plausibilidad son mas faciles de manejar que las prob-
abilidades superiores e inferiores o las capacidades de orden dos, requieren un procesamiento
mas complejo que los intervalos de probabilidad. El primer problema que consideraremos en

esta seccion es el de aproximar las funciones de Creencia y Plausibilidad por intervalos de

probabilidad.

Asi, dado un par (Bel, Pl) de funciones de Creencia y Plausibilidad, buscamos aquel
conjunto de intervalos de probabilidad L€, tal que (Bel, Pl) esté incluida en L¢, y cualquier
otro conjunto de intervalos de probabilidad L que incluya a (Bel, Pl) debe incluir también a
L¢, es decir:

Encontrar L° tal que (4.37)
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1. (Bel,Pl)C Lty

2. VL tal que (Bel, Pl) C L entonces L® C L.

La solucion a este problema es simple, como muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 4.13 El mejor intervalo de probabilidad L® que aproxima un par de funciones

Creencia/Plausibilidad (Bel, Pl) es L¢ = {[If,uf],i=1,...,n}, donde

If = Bel(x;), ui = Pl(z;), Vi=1,...,n. (4.38)
Demostracién.

Sea m la asignacién bésica de probabilidad (a.b.p.) asociada con (Bel, Pl), es decir,
Bel(A) = gcam(B) y PU(A) =3 gz m(B).

Segin (4.15), para demostrar la inclusién de (Bel, Pl) en L° debemos demostrar que
[°(A) < Bel(A) VA. Por la proposicién 4.4 sabemos que [(A) = 37 418V (1 -
ineA us).

Como 3-, calf = Xpca Bel(wi) = X cam(a) < 3 pcam(B) = Bel(A) y

1= Bel(4) = PU(A) = Ypguym(B) < YoigaYXpofey mMB) = Ypga Pl(ai) =
ineA (O

entonces [°(A) < Bel(A),y (Bel, Pl) esta incluida en L°.

Ahora, supongamos que L es un conjunto de intervalos de probabilidad que incluye
(Bel, Pl). Entonces I(A) < Bel(A) < PI(A) < u(A) VA. En particular tenemos que
l; < Bel(z;) = If <u§ = Pl(x;) < u; Vi, y por la proposicién 4.6 esto significa que L°

estad incluida en L. O

Nota: Si consideramos un par (I,u) de probabilidades inferiores y superiores en lugar de
un par (Bel, Pl) de funciones de Creencia/Plausibilidad, la aproximacién por intervalos de

probabilidad es la misma: I = (z;), uf = u(z;) Vi. O

Consideremos un problema diferente, pero que también relaciona las funciones de Creen-
cia/Plausibilidad con los intervalos de probabilidad: Si tenemos un conjunto L de intervalos

de probabilidad, ;Podemos encontrar un par de funciones de Creencia/Plausibilidad cuyos
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valores para los singletons coincidan con los valores de L? En otras palabras, tratamos de
buscar aquellas condiciones que un conjunto de intervalos de probabilidad debe verificar para
ser considerado como una especificacién parcial de un par (Bel, Pl). Este problema fue re-
suelto por Lemmer y Kyburg [108], quienes encontraron una condiciéon necesaria y suficiente.

Su resultado, adaptado a nuestra notacién, es el siguiente:

Proposicién 4.14 [Lemmer y Kyburg 1991]. Dado un conjunto L = {[l;,w;],i=1,...,n}
de intervalos de probabilidad, podemos encontrar un par (Bely, Ply,) de funciones de Creencia

y Plausibilidad tal que
Belp(z;) =1; y Plp(z;) =w;, Vi=1,...,n, (4.39)

st y solo si las tres siguientes condiciones se verifican:

doli<, (4.40)

Sli+u <1 Vi, (4.41)

STLi+Dd ui>2. (4.42)
=1 =1

Ademds, Lemmer y Kyburg dan un algoritmo que construye la a.b.p. correspondiente a Bely,
y Pl;, siempre que las tres condiciones se satisfagan (sin embargo, en general existen varios
pares (Bel, Pl) que verifican (4.39), y el par (Bely, Pl;,) obtenido utilizando el algoritmo de
Lemmer y Kyburg [108] no es necesariamente el menos especifico). En nuestro caso, las dos
primeras condiciones se verifican siempre, ya que consideramos intervalos de probabilidad

propios y alcanzables. La tnica condicién que necesitamos chequear es la tercera.

El problema que queda por considerar es el siguiente: Si la condicién (4.42) no se ver-
ifica para un conjunto L de intervalos de probabilidad, entonces no podemos considerar L
como una especificacion parcial de ninguna funcién de Creencia/Plausibilidad. En este caso,
tiene sentido buscar otro intervalo de probabilidad L™ que satisfaga (4.42) y que sea una
aproximacion de L. En cierto sentido, este es el problema inverso de aproximar una funcién
de Creencia/Plausibilidad por un intervalo de probabilidad, ya que cuando L™ es obtenido,
podemos utilizar el algoritmo dado por Lemmer y Kyburg [108] para obtener funciones de

Creencia y Plausibilidad que constituyen una aproximacién del conjunto original L.

Por tanto, dado un conjunto L = {[{;,u;],i = 1,...,n} de intervalos de probabilidad que

no satisfacen (4.42), buscamos otro conjunto de intervalos de probabilidad que incluya a L,
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verificando (4.42), e incluido en cualquier otro conjunto de intervalos de probabilidad que
incluyan a L y que verifiquen (4.42). Este conjunto debe ser el minimo (en el sentido de la

relacién de inclusién) de todos los intervalos que incluyen a L y satisfacen (4.42).

Desafortunadamente, en general no es posible encontrar este conjunto minimo, sino varios
conjuntos minimales, esto es, conjuntos de intervalos de probabilidades L™ = {[I",u"],i =

1,...,n} que verifican:
LCL™,

DI+ ul > 2, (4.43)
No existe ningin L' # L™que satisfaga (4.42)y L C L' C L™.

La siguiente proposicién caracteriza estos conjuntos minimales de intervalos de probabili-

dad:

Proposicién 4.15 Sea L = {[l;,w;],7 = 1,..,n} un conjunto de intervalos de probabilidad

alcanzables tales que
Z l + Z u; < 2.
=1 =1

Entonces todo conjunto de intervalos de probabilidad L™ = {[{7

moutl,i =1, .., n} verificando

=1, Vi,

ult > ug, Vi, (4.44)
S =2,
=1 =1

es minimal, es decir verifica ({.43). El reciproco también es cierto.

Demostracién.

Demostraremos la equivalencia entre (4.44) y (4.43):
De I =1; y u® > u; Vi es obvio que L C L. La condicién > " I7 4+ 30 ul™ > 2 es
también evidente. Finalmente, si L' # L™ es tal que L C L' C L™ entonces [; = 7" = [!

y u; < ul <ul* Vi, pero u) < uj’ para algin k. En estas condiciones
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?:1 l’i —I_ Z?:l u’/L = ?:1 ll —I_ Z?:l u’/L < Z?:l ll —I_ Z?:l u;rn = 27 y L/ no Sa‘tiSfa‘CQ (442)
Luego tenemos demostrado que (4.44) implica (4.43).

Por otra parte, de L C L™ tenemos [[* < l; y w® > w; Vi. Si l]* < l; para algin j
entonces, definimos L' como If = [ Vi # j, I’ = [}, uj = ul" Vi. En estas condiciones
tenemos que L' # L™, L C L' C L™ pero > % I+ 3% jul =50 4+ 50 u™ >
Sy u™ > 2. Luego, L' satisface (4.42), en contradiccién con la hipétesis.
Por tanto [ = [; Vi.

Finalmente si >/, 17" 4+ > u > 2 entonces > iy L+ > u”™ > 2 > 50 L+
Yo u. Ast, Yo w > 2% 1> Y w;. Podemos encontrar valores ¢; tales que
w < e <ulViy e =2-=% "1, Entonces L', definido como I! = I; y u} = ¢; Vi,
es tal que I C I/ C L™ y satisface (4.42), siendo una contradiccién con las hipdtesis.
Por tanto )7, I + >°" u* = 2 y entonces (4.43) implica (4.44). La demostracién

estd completa. a

De (4.44) podemos deducir que cualquier conjunto de intervalos de probabilidad de la
forma [l;,u; + A;], donde A; > 0 Viy >r A = 2—5%",(l; + w), es una aproximacién

minimal de L. Ademas, se puede ver que todas estas aproximaciones minimales son siempre

alcanzables, supuesto que el conjunto de intervalos de probabilidad original es alcanzable.

Otro resultado interesante sobre las aproximaciones minimales es que estdn asociadas

a los pares de funciones de Creencia/Plausibilidad cuyos elementos focales tienen siempre

cardinalidad menor o igual que dos:

Proposiciéon 4.16 Si (Bel, Pl) es un par de funciones de Creencia/Plausibilidad tales que
Bel(z;) =17, Pl(z;) = u Vi, y Y im 17+ 370 ul” = 2, entonces todo elemento focal B de
(Bel, Pl), tiene |B| < 2.

Demostracién.

Como Y7y I 4+ 3%, u™ = 2 entonces Y iy (ul = 17)=2(1 =30, ™).

Por una parte:
1= 370 I =1 =300 Bel(zg) = 1 = 330 m(xi) = Yoyg| > M(B).

Por otra parte:

D (uft = 1) = 3o (Pl(ai) — Bel(z;)) = 37 Z{B||B|Z2,x,‘EB} m(B) =
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> (B||B|>2} | Blm(B)
Luego 3 rp||j>2y [ BlIm(B) = 23" 5| |p>2y m(B) y por tanto
2B B>23([Bl = 2)m(B) = 0. Como |B| —2 > 0, todos los términos en la suma son

no negativos. La conclusién es que si |B| > 2 entonces m(B) = 0. Luego, los elementos

focales deben tener cardinalidad menor o igual que dos. a

Si queremos seleccionar sélamente una aproximaciéon del conjunto de aproximaciones mi-
nimales de L, debemos utilizar un criterio adicional. Proponemos utilizar el llamado principio
de simetria [116]. Intuitivamente, este principio dice que si hay varias soluciones posibles,

deberfamos utilizar una solucién intermedia entre las extremas. En nuestro caso, las n aprox-

imaciones minimales extremas L™, i = 1,...,n para L = {[l;,u;],7 = 1,..,n} son:
L= U w00 =1l = uy Vi # 4, U7 = L, u = up + A} (4.45)

donde A = 2—3""; (l;4+u;). La media aritmética de estas aproximaciones minimales extremas,

dada por

[t

A
LR ={[lf ] = Lyulf = w4+ =, i =1,...,n}, (4.46)
n
parece apropiada como una aproximacién simple de L. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.7 Consideremos el siguiente conjunto de intervalos de probabilidades alcanzables

definido sobre el dominio D, = {xy, 29, 23, 24}:
L = {[0,0.3],]0.1,0.2],[0.3,0.4],[0.1, 0.4]} .

Como Z?:l L + 2?21 u; = 1.8 < 2, entonces L no puede ser una especificacién parcial de
ningin par de funciones de Creencia/Plausibilidad. Las aproximaciones minimales extremas
son (4.45)

x L™ = {[0,0.5],[0.1,0.2],[0.3,0.4],[0.1,0.4]}
x L™ = {[0,0.3],[0.1,0.4],[0.3,0.4],[0.1,0.4]}
x L™ = {[0,0.3],[0.1,0.2],[0.3,0.6],[0.1,0.4]}

x L™ = {[0,0.3],[0.1,0.2],[0.3,0.4],[0.1,0.6]}
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La aproximacion simple L* definida en (4.46) es
L* = {[0,0.35],[0.1,0.25],[0.3,0.45], [0.1, 0.45]} .

Si aplicamos el algoritmo de Lemmer y Kyburg [108] a L#, obtenemos un par (Bel, Pl) cuya

a.b.p. m viene dada por

x m(zz) = 0.1, m(x3) = 0.3, m(z4) = 0.1,

* m({z1,22}) = m({x1,23}) = 0.05,
{22, 23}) = m({z2,24}) = m({xs,24}) = 0.05,

* m({xz1,24}) = 0.25

*x m

(
(
(
(

Finalmente, estudiaremos varios casos particulares interesantes de conjuntos de intervalos
de probabilidad que verifican (4.42):

Ejemplo 4.8 ¢ = {[l;,w;],i = 1,..,n},con [; =0 Vi, y u; = 1 Ya; € B, u; = 0Va; ¢ B,
donde B # () es cualquier subconjunto del dominio D, que no es un singleton.

Obviamente L° es alcanzable y verifica (4.42). El tdnico par (Bel, Pl) compatible con esta

especificacién parcial (esto es, verificando (4.39)) esta asociado a la a.b.p. m dada por
m(B)=1, m(A)=0, VA # B.

Esta clase de funciones de Creencia/Plausibilidad (en realidad son medidas de necesidad y
posibilidad) son conocidas como medidas crisp focalizadas en un subconjunto, y representan
la siguiente componente de informacién sobre un valor desconocido de la variable X: ‘el valor
de X estd en B’. O

Ejemplo 4.9 Consideremos una probabilidad P definida sobre D, con distribucién de prob-

abilidad p(z;), i = 1,...,n. Definimos el conjunto L de intervalos de probabilidad como
L=0—-eplxs), =1 —€eplz;)+e i=1,...,n,

donde 0 < e < 1.
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Es facil ver que L es alcanzable y verifica (4.42). Ademds existe un tnico par (Bel, Pl)

compatible con L,y su a.b.p. asociada es
m(z;))=(1—e)plz;), i =1,....,m, m(Dy) =€

Este par (Bel, Pl) se corresponde con la operacién de descuento definida por Shafer [139]
para funciones de Creencia/Plausibilidad y aplicado a la probabilidad P (que es un caso
particular donde la medida de Creencia es igual a la de la Plausibilidad). La semantica de
este conjunto de intervalos de probabilidad corresponde con una probabilidad mal conocida,
donde el porcentaje de error estd cuantificado por el valor 100¢ (tenemos una confianza del
100(1 — ¢)% en que la probabilidad P es la correcta). a

Ejemplo 4.10 Otra forma de expresar una confianza parcial en una medida de probabilidad
P puede ser considerando el conjunto de intervalos de probabilidad L = {[l;,u;],i =1,...,n}

definido a través de:
Li=p)—eVo, uy=(plz)) +e)Al, i=1,....n,
donde p(z;),i =1,...,n es la distribucién de probabilidad P,y 0 < e < 1.

Se puede demostrar que L es alcanzable y verifica (4.42). Ademds, es este caso hay mas de
un par (Bel, Pl) compatible con L. Por ejemplo, si p(z1) = 0.7, p(z2) = 0.2, p(a3) = 0.1,
p(z4) = 0.0,y € = 0.15, entonces el par (Bely, Ply) con a.b.p. my obtenido utilizando el
algoritmo dado en [108] es:

(21) = 0.55, m1(22) = 0.05, my({z1,22}) = 0.0833,
* my({x1,23}) = mi({z2,z3}) = 0.0333,

* my({x1,24}) = mi({z2, z4}) = mi({xs3, 24}) = 0.0333,
(

* my({x1, 22, 23}) = 0.1, my({z1, 22, 23, 24}) = 0.05.
Pero el par (Bely, Ply) con una a.b.p. my definida como

* m2($1) = 055, m2($2) = 005, mz({$1,$2}) = 005,
* mo({x1,24}) = ma({22, 24}) = ma({x3,24}) = 0.05

* mz({$1,$2,$3}) = 02,
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también es compatible con L . a

Ejemplo 4.11 Supongamos que sélamente conocemos las cotas inferiores para una dis-
tribucién de probabilidad desconocida P definida sobre D, esto es I; < p(a;) Vi, donde
Yo, l; < 1. Esta informacién puede ser representada a través de un conjunto de interva-
los de probabilidad {[l;,1],¢ = 1,...,n}. Sin embargo, este conjunto no es alcanzable. El

conjunto de intervalos de probabilidad alcanzables equivalente es L = {[l;,u;],7 = 1,...,n},

donde u; =1 —3 ;. 1; Vi.

Este conjunto de intervalos de probabilidad se utilizé en [69] para definir diagramas de in-
fluencia intervalares. Las probabilidades inferiores y superiores ([, u) asociadas con L son en

este caso muy simples:

(A) =3 L u(A)=1-3 1, YVAC D,,

z, €A 7 gA

que son funciones de Creencia y Plausibilidad con a.b.p. m dada por

Ademas es facil ver que L verifica (4.42), y que el tnico par (Bel, Pl) compatible con L es
precisamente (/,u). Finalmente, es interesante notar que los conjuntos de intervalos de prob-
abilidad considerados en este ejemplo, generados sdlo por las cotas inferiores, son equivalentes
a aquéllos considerados en el ejemplo 4.9, generados por una probabilidad y un parametro e,

definiendo
e=1-> 1, p(z;) = =—, Vi.
ZZ:; =1 lj

4.8 Estimacion de Intervalos de Probabilidad.

Hemos desarrollado una herramienta para trabajar en entornos con incertidumbre: los inter-
valos de probabilidad. En esta seccion estudiaremos distintas técnicas que nos van a permitir
estimar los valores para dichos intervalos, esto es, queremos estimar los valores de la ‘dis-
tribucién de intervalos de probabilidad’. Supondremos que partimos de un conjunto de datos
empiricos y, a partir de ellos, estimaremos los intervalos. Para ello, tomaremos como referen-

cia los estudios realizados en la Teoria de la Probabilidad. Cuando los datos no son conocidos
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de forma exacta, pero si se les puede asociar un valor difuso, es posible utilizar métodos para
la estimacién de los intervalos de confianza a partir de datos difusos (un ejemplo lo podemos

encontrar en Corral y Gil [45]).

Un modelo estadistico [6, 113] se define como una especificacién de una distribucién de
probabilidad sobre los datos. Sea X una variable aleatoria que puede tomar un nidmero
finito de valores z1,29,...,2,. Supongamos un conjunto de datos, de tamafio N, formado
por distintas observaciones de X. Consideraremos el conjunto de datos como un muestreo
aleatorio, de tamainio N, sobre una poblacién infinita. Supongamos que en esa poblaciéon
existe una determinada proporcion, p;, de individuos con la caracteristica z;. En el muestreo,
observamos que r; individuos poseen dicha caracteristica y queremos obtener un estimador

p¥ del valor de ese pardmetro desconocido.

Podemos encontrar técnicas que nos permitan obtener estimadores con buenas propiedades,
por ejemplo ( p; = r;/N) [107, 113, 134]. Sin embargo este valor es de poco uso, salvo que
vaya asociado con una medida de su fiabilidad. Una posibilidad es proporcionar junto a p}
su error probable o standar de la forma p’ £ e(p;). A partir de esta informacién es posible,
cuando la muestra no es muy pequeia, llegar a la conclusién de que el verdadero valor de p

se encuentra entre los limites

li = pi —3e(p?) y u; = pi + 3e(py).

con un alto grado de probabilidad. Sin embargo, es dificil dar una medida de esta probabili-

dad, ni de establecer el error que se tiene en la estimacién de p; a partir del muestreo.

La primera solucién a este problema la proponen Clopper y Pearson en 1934 [41] basada

en la estimacion de intervalos de confianza para la distribucién Binomial.

Consideremos un experimento & y sea x; un suceso asociado a ese experimento. Supong-
amos que P(z;) = p; y por tanto P(Z;) = 1 — p;. Tomemos N repeticiones independientes
de £. El espacio muestral consiste en todos los posibles sucesos {z1,25...,2,}. Supongamos
que P(x;) es el mismo para todas las repeticiones. Podemos definir la variable aleatoria X
como: X =Numero de veces que ocurrio el suceso x;. Entonces X es una variable aleatoria Bi-
nomial con pardmetros N y p. Cuando conocemos el niimero de repeticiones del experimento

N, entonces

N
p(X = k|N,p) = ( B )pk(l—p)N"“, k=0,1,....N (4.47)

Un intervalo de confianza se define [169] como: ‘Un intervalo de confianza I (para una

pardmetro 8 de una ley de distribucion) es un intervalo aleatorio, calculado a partir de un
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estadistico (funcion de una serie de observaciones) y en el que la probabilidad de que el

intervalo contenga a 0 sea igual a un nivel de confianza 1 — € elegido a priori.
Prifel)y=1-c¢

Si se efectua un gran numero de muestras sobre la misma poblacion, la proporcion de los

intervalos conteniendo a 0 serd igual a 1 — €.’

En nuestro caso, partimos de un muestreo de N unidades obtenido a partir de una
poblacién en la que la proporcion de unidades que poseen cierto caricter z;, es p;. En el
muestreo, r; representa al nimero de individuos que presentan la caracteristica x;, y por
tanto N — r; a los que no. Suponemos p; desconocida, el problema es obtener los limites [; y

u; en los que se crea, con un cierto nivel de confianza que
L < pi < uy
Nuestra confianza en que p; se encuentra dentro del intervalo (/;, u;) dependera del nimero
de veces en que esta prediccion sea correcta en una larga serie de experimentos estadisticos.

Neyman [120] muestra que la construccién de un intervalo de confianza es equivalente a

determinar para cada valor p; una regién de confianza A(p;) tal que:
L P{ri€ A(pi) | pit > 1 -«
2. Todo r; estd incluido en al menos una regién A(p;).
3. El conjunto de valores para p; cuya regién A(p;) contiene r; es un intervalo cerrado.
En el caso que se nos presenta suponemos una distribucion Binomial, donde los valores r;

toman valores enteros 0,1,2,..., N y la regién A(p;) puede tomarse como una secuencia de

enteros r,r; < r < r, tales que:

iP(XITIN,p)Z l—e (4.48)

T=T]

Los puntos limites no estdn determinados de forma univoca por la ecuacién 4.48

A partir de ahora, siempre que no haya confusion, eliminaremos los subindices en p; y en

T
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Cuando el nimero de datos, N, es pequeiio podemos utilizar un conjunto de técnicas que
permiten obtener valores para los intervalos de confianza (en general estos valores los podemos
encontrar tabulados). En la siguiente seccién consideramos las mas importantes. En la seccién
4.8.2 se estudia la estimacion de intervalos de confianza en base a una aproximaciéon Normal,

ésta es de gran utilidad cuando el nimero de datos es suficientemente grande.

4.8.1 Intervalos de Confianza para muestras pequenas.

El primer método de estimacién fue proporcionado por Clopper y Pearson en 1934 [41]. Los
intervalos de confianza se obtienen al elegir regiones de aceptaciéon A(p) centradas. Para ello
basta tomar r; como el mayor r y 7, como el menor r con cola de probabilidad no mayor de
1

56.

Clopper y Pearson representan los intervalos de confianza de forma gréifica, donde en el
eje de abcisas se representan el nimero de éxitos y en el eje de ordenadas se representan los

valores p;. Fl siguiente proceso nos permite construir estas graficas. Sea S(p, N;0...r) =
Yoo P(X = [N, p), y sea S(p, Nir...N) = L, p(X = s|N,p).

El método consiste en calcular, para cada valor de p, los valores r; y r,, tales que
1
S(p,N;O...rl)§§€<S(p,N;O...7‘l—|—1) (4.49)
1
S(p,N;ru...N)g§€<S(p,N;(ru—1)...N) (4.50)

Para obtener el par (7, p) se realiza una interpolacién lineal entre los puntos S(p, N;0...7)

y S(p,N;0...r;+ 1), y se procede andlogamente para calcular el par (ry,p).

Repitiendo este proceso para todo p, obtendriamos los diagramas de confianza con un
coeficiente de confianza de 1 — e. Realmente, lo que se hace es tomar un conjunto finito
de valores de p = 0.025,0.050,0.075...,0.925,0.950,0.975. El resto de los valores para p se

puede obtener mediante interpolacién en la tablal.

La Figura (4.3) muestra la campana de confianza al 95% para muestras de tamafio N = 10.

Podemos esperar que al menos el 95% de los puntos (r, p) estén dentro de la campana de la
figura, no mas del 2.5% estén por debajo del limite inferior y no mas del 2.5% se encuentren

por encima del limite superior. Entonces, como regla general si sélo se conoce r, los puntos

1E] error que se produce es despreciable.
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Figura 4.3. Intervalos de confianza, al 95%, para una Binomial (Tamafio de la muestra
N =10).

(r,p1) v (r,p2) nos dan un grado de confianza en que p; < p < py en el 95% de los casos

aproximadamente.

Por ejemplo, supongamos r = 2, entonces los valores para (ps, p,) se obtienen en aquellos
puntos en los que interseca las curvas con la proyeccién del eje de abcisas. De forma andloga,
fijado un p, si queremos obtener la regién de aceptaciéon A(p), basta proyectar el eje de
ordenadas hasta cortar a las curvas. kn este caso, no siempre es posible escoger valores de
Ty 1y tales que S(p, N;0,....7) 5y S(p,N;ry, ..., N) sean exactamente iguales a un valor
determinado, %6, seleccionando como limites de la regién de aceptacién los valores r; y ry,

que satisfacen 4.49 y 4.50 respectivamente..

El principal problema que plantea el método de estimacién dado por Clopper y Pearson
es que parte de una distribucion discontinua (Binomial). Para calcular los limites del in-
tervalo de probabilidad, los pardmetros son el nimero de observaciones N y el nimero de
individuos, r, que poseen una determinada caracteristica. Este es un valor finito, mientras
que si las observaciones se realizan sobre una distribucién continua, los resultados pueden ser
infinitesimales. Clopper y Pearson solucionan este problema obteniendo intervalos donde la
Prob(p > p;) > 1— %6, esto es, siempre nos situamos en el lado seguro, ya que la probabilidad

de que p este entre los limites es siempre mayor a la establecida.

Una solucién a este problema, propuesta por Stevens [156], se basa en la utilizacién de un

valor aleatorio distribuido segiin una Uniforme(0,1), de forma que se obtengan intervalos mas
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cerrados. Como dice Stevens: ‘ Si cuando se presentan los limites calculados, el estadistico
dice que la probabilidad de estar equivocado es menor que la que se le permitia, nosotros
podemos decirle que sus limites son innecesariamente anchos y que los recalcule hasta que
se alcance el riesgo estipulado’. Stevens propone una solucién aproximada al problema y de
facil calculo (una solucién exacta, tiene como principal problema el tiempo necesario para su
calculo). En este caso, la probabilidad real de que p este por debajo del limite inferior (o por

encima del limite superior) es siempre mayor que la dada, pero no mucho mayor.

Eudey [65] proporciona otro método aleatorio para la estimacién de intervalos, el cual,
entre todos los conjuntos de confianza a nivel 1 — ¢, minimiza la probabilidad de cubrir falsos
valores de forma uniforme. Blyth y Hutchinson [12] proporcionan tablas para N < 50 con

niveles de confianza del 95% y del 99% para ambos métodos.

El truco de utilizar un valor aleatorio con el fin de eliminar el problema que plantean
las distribuciones discretas plantea la siguiente disquisicién [36]: ‘Nos lleva a un problema
tratable tedricamente, que sin embargo produce una solucién que es de poco uso en su apli-
cacién’. Podemos encontrar métodos no aleatorios’ para obtener intervalos de confianza
producen tablas mas cortas y necesitan menos trabajo para su aplicacién. Para adquirir
un determinado nivel de confianza, producen un intervalo con una longitud y coeficiente de
confianza un poco mayores de lo necesario, pero adecuados ya que la eleccién del nivel es en

algin sentido arbitraria.

El primer método que consideraremos fue dado inicialmente por Sterne [155] y poste-
riormente mejorado por Crow [46]. El método propuesto por Sterne construye regiones de
aceptacién menores que el de Clopper y Pearson. La regién de aceptacion estaria formada por
aquellos valores de r que tuviesen la mayor probabilidad de ocurrir. Para ello, los valores r
son tomados en orden, comenzando por el mas probable y continuando en las dos direcciones

hasta que se satisfaga la ecuacion

dop(X=rIN,p)>1—¢

T=T]
Cuando dos valores de r tienen igual probabilidad y ambos no pueden ser excluidos de la
regién de aceptacién, entonces se incluyen ambos. Esto provoca una regién de aceptacion

mayor de lo necesario para un nimero finito de valores p.

Crow hace notar que ain siendo las regiones de aceptaciéon (para r) de Sterne interva-

los, no siempre dan una regién (para p) valuada en un intervalo, esto es, los extremos de

!Dentro de éstos métodos se incluye también el método desarrollado por Clopper y Pearson [41], pero por
ser histéricamente el primero y por estar, en gran parte, la mayoria de los métodos basados en él, lo hemos

presentado aparte.



218 Intervalos de Probabilidad: Una herramienta para el razonamiento con incertidumbre.

los intervalos pueden ser decrecientes en p. Cada uno de los intervalos obtenidos por el
método de Sterne, tiene longitud minima para su p, pero puede haber uno o mas interva-
los con la misma longitud. Para considerar todos los posibles intervalos de confianza, se
anotan, para p = 0.005,0.015,...,0.495 todos los intervalos de aceptacién con minima lon-

gitud. Por ejemplo para N = 15,1 — ¢ = 0.95 los intervalos de aceptacién mas cortos son:
Para pg = 0.285 el intervalo (1 < X < 7) s6lamente

Para pg = 0.295 el intervalo (0 < X < 7)*
(1<X<8)y(2<X <)
Para pg = 0.305 el intervalo (2 < X < 8) s6lamente

Crow refina los intervalos de Sterne imponiendo la condicion de que los extremos de
los intervalos sean no decrecientes en p. Por tanto los intervalos etiquetados con * deben
descartarse. En general, los intervalos de aceptacion para p son ahora tinicos, o tienen que
escogerse entre (r;,7y),(r;+ 1,74 + 1), (r; 4+ 2,7, + 2). Crow toma para cada p < 0.5 la
regién de aceptaciéon mds a la derecha de entre las posibles. Fl método produce un conjunto
de intervalos de confianza que minimiza la suma de las longitudes de los intervalos. Estos

intervalos han sido ampliamente utilizados y tabulados [118].

Blyth y Still ([14]) estudian los intervalos de Sterne y Crow, apreciando muchas irregu-
laridades. Por ejemplo, cuando el nimero de éxitos se incrementa, puede ocurrir que el valor
del limite inferior del intervalo no cambie. Para solucionar este problema, proponen obtener
las regiones de aceptacién para aquellas probabilidades que sean miltiplo de 0.005 y eliminar
aquellas regiones que incumplen la propiedad de ser creciente para p en los extremos de los

intervalos. Finalmente aplican la siguiente regla:

Hacer que los extremos del intervalo sean los puntos medios de entre los posibles.

El resultado sigue teniendo la propiedad de minimizar la suma de las longitudes, y es

aproximadamente no sesgado, siendo la probabilidad de las colas aproximadamente iguales.

Para finalizar consideramos el método dado por Casella [36]. El método consiste en
aplicar un algoritmo a unos intervalos de confianza para obtener otros, que tienen longitud
menor para el mismo coeficiente de confianza. Como resultado del algoritmo se obtiene
no un intervalo, sino una familia de intervalos, donde cada uno de ellos tiene la propiedad
de minimizar la suma de las longitudes de los intervalos. El proceso de refinamiento es
equivalente a una versién continua del metodo dado por Blyth y Still, pero tiene la ventaja
de ser mas natural y facil de aplicar. El algoritmo se basa en mover los extremos inferiores
hacia la derecha tanto como sea posible. FEmpezando con un conjunto €' de N + 1 intervalos

de confianza, C' = {[pi(N, ), pu(N,7)],r = 0,...,n}, obtiene un conjunto C* de intervalos
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refinado C* = {[pi(N,7)", pu(N,r)*],7 = 0,...,n}. Este método produce un intervalo de
confianza que tiene la propiedad de minimizar la suma de las longitudes de los intervalos

individuales.

4.8.2 Aproximacién Normal.

Cuando el nimero de repeticiones de un experimento aumenta, la frecuencia relativa de un
suceso x;, esto es r;/N converge! ala probabilidad tedrica del suceso p(x;). Este resultado nos
indica que r;/N serd préxima a p(x;) cuando N es grande, pero no expresa cémo se obtiene

esa probabilidad. Para obtener la probabilidad podemos utilizar la aproximacién normal.

Supongamos que tenemos una variable X que sigue una Binomial de pardmetros N, p.
Podemos calcular la probabilidad de tener un nimero de éxitos menores o iguales a un entero

A mediante
A

PX <Ay = (Mp-pN

r=0

Cuando N — oo, la variable Z = (r — Np)/+/Np(1l — p) se aproxima por una Normal

estandar ([14, 78, 79]) (podemos encontrar otras aproximaciones en [79])

k 1 1.2
P :/ e 2"
S —oo 21

A-Np+3

con bk = ———2
Np(1-p)

Por tanto cuando N es grande un test de aceptaciéon de p = p*, con aproximadamente la
misma probabilidad en los tamafios de las colas, viene dado por la regién donde P(| Z |<

¢) = 1 — € para una Normal standar 7.

Podemos construir el intervalo tomando aquel nimero ¢ para el que

P(lr = Np*| < ey/Np*(1 —p*)~1—¢

dando los valores I’ = [p], p!,]

, r+ 24 ce/r—1rE/N +c2/4
o, =

“ N + c?

, r+c2/2—c/r—1r2[N +c2/4

= 4.51
pl N_I_CQ ( 5 )

18i formalizamos el resultado obtenemos la ley de los grandes nimeros [113, 134]
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Otra posibilidad es considerar la siguiente relaciéon entre la frecuencia relativa y la prob-
abilidad teérica: Si (r/N)(1—r/N)— p*(1 — p*), entonces

P(lr—Np*| < c\/N(r/N)(l —(r/N))~1-c¢

por tanto la region de aceptacién que obtenemos tiene aproximadamente igual tamano en las

colas, y la familia de test proporcionan los intervalos de confianza I"” = [p}, p!]]

Pu N \/_\/T/N (1—r/N)

i N \/_\/T/N (1-7/N) (4.52)

exceptuando los casos en que el extremo inferior es negativo, en los que toma el valor 0, y los

casos en los que el extremos superior es mayor que uno, en los que toma el valor 1.

Ghosh ([78]) realiza una comparacién entre ambos métodos, en la que considera N pequeiio
si es < 30, moderado si 30 < N < 100 y grande si N > 100, concluyendo que I’ es preferible

a I"” cualquiera que sea el tamafno del muestreo y para cualquier valor de p

Notemos que al utilizar la aproximacién Normal de la Binomial, estamos aproximando una
distribuciéon de una variable aleatoria discreta con la distribucién de una variable aleatoria
continua. Fkste hecho puede provocar errores en los puntos extremos. Por ejemplo, puede
ocurrir que para una variable continua P(X = 3) = 0 mientras que para una variable aleatoria
discreta, esta cantidad puede ser positiva. Las dos siguientes técnicas tratan de corregir los

errores de continuidad en las expresiones anteriores.

Para la probabilidad Binomial P(X = a), la aproximacién Normal corregida es P(a—0.5 <
Y < a+0.5), con Y siguiendo una distribucién Normal con la misma media y varianza que X .
Siguiendo esta aproximacién, Blyth y Still [14] consideran las aproximaciones I = [p; , py,.]
y 1 =i, v, ]
;o (r4+05)+ /24 ¢/(r4+05)—(r+0.5)2/N +¢2/4

pua_ N—|-02
r—05)+¢2/2—e/(r—0.5)—(r—0.5)2/N + ¢2/4
p;a :( ) / \/(N+C2) ( ) / / (453)

Exceptuando el caso r = 0, en el que la cota inferior que toma el valor 0, y el caso r = N, en

el que la cota superior toma el valor 1.

W, = 1N + VRN = r/N) + S N)
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o= 1IN~ {e/VR /M) = r/N) + 2N) (4.54)

Exceptuando que pgg toma el valor 0 cuando la expresién es negativa y p;, toma el valor 1

cuando es mayor que uno.

Cuando N es grande y r es pequeiio es preferible utilizar las aproximaciones que corrigen

la continuidad, en especial 4.53.

4.9 Independencia Condicional en Intervalos de Probabili-
dad.

La importancia del concepto de independencia en sistemas de razonamiento ha sido ampli-
amente expuesta, por lo que en esta seccién nos centraremos en el estudio de relaciones de
independencia cuando consideramos el formalismo dado por los intervalos de probabilidad.
Al igual que se hizo en el capitulo anterior, las distintas definiciones dadas para el concepto
de independencia serdn una generalizacion de la definicion de independencia en un entorno
probabilistico [48, 105, 153]. Recordemos que una variable X es considerada independiente
de otra variable Y, dado que conocemos el valor de Z, cuando nuestra creencia sobre X no

es modificada como consecuencia de obtener una informacién adicional sobre Y.

En la siguiente seccion se proponen distintas definiciones de independencia, partiendo de
una aproximacion intuitiva al concepto de independencia condicional. En esta aproximacién
se tiene en cuenta que un intervalo de probabilidad tiene asociada informacién incierta. Final-
mente, en la seccién 4.9.2 hacemos un estudio empirico del comportamiento de las distintas
definiciones de independencia cuando partimos de una base de datos, sobre la que se estima

un conjunto de intervalos de probabilidad.

Con el fin de ilustrar la semdntica para cada una de las definiciones, utilizaremos el

siguiente ejemplo, donde no pretendemos ser exhaustivos.

Ejemplo 4.12 Planteamiento: Sean T'V (Tipo de Vehiculo) y T'C' (Tipo de Carretera) dos
variables tomando valores en {(U) Utilitario, (D) Deportivo, (B) Berlina } y { (A) Autopista,
(N) Nacional, (C) Comarcal, (U) Urbana } respectivamente. Estamos interesados en estable-
cer la relacién de dependencia o independencia existente entre ambas variables. Para ello,
tomamos como fuente de informacién el nimero de vehiculos vendidos en un periodo de

tiempo, de donde obtenemos los siguientes intervalos de probabilidad Lyy:



222 Intervalos de Probabilidad: Una herramienta para el razonamiento con incertidumbre.

TV (i, w]

U | [0.60,0.70]
D | 1]0.10,0.20]
B | [0.20,0.30]

Como nuestro objetivo es establer la relacion de dependencia o independencia entre TV y
TC, decidimos realizar un muestreo en las distintas vias, calculando los intervalos Lyv|rc.

Una comparacion entre Lyy y Ly rc nos permite realizar el test de independencia. a

4.9.1 Definiciones de Independencia.

Sean X,Y, Z subconjuntos disjuntos de variables sobre un dominio U y sean z,y, z los valores
que pueden tomar X,Y,Z, respectivamente. Notaremos por I(X | Z | V) a la afirmacién
X es independiente de Y dado Z. Haciendo un paralelismo con el capitulo anterior, em-
pezamos considerando el concepto de independencia condicional como una no modificacién
de nuestra informacion al condicionar. Tomando de esta definicién, podemos formalizar

la relacién de independencia en este entorno como

Definicién 4.3 No Modificacion de la Informacion.

IX|Z|Y)elz|lyz)=Ua]z) yulz]|yz)=ula]|z), Yeyz

Si consideramos el ejemplo anterior, estamos exigiendo que todas las medidas condicionales
Lrv|rc sean iguales a la que tenfamos Lyy. En este caso, tanto la informacion de partida
como los intervalos obtenidos de los distintos muestreos aleatorios, tienen asociada una de-
terminada incertidumbre. Por tanto, el exigir una relacién de igualdad entre los distintos
conjuntos de intervalos de probabilidad puede parecer demasiado estricto. En cierto sentido,
nuestro razonamiento es el siguiente: si no conocemos con certeza qué valores se toman, no

parace sensato el exigir que estos valores sean exactamente iguales.

Las siguientes definiciones de independencia, més débiles, trataran de relajar la restriccién
de igualdad. Una primera alternativa es aquélla en la que se establece la independencia cuando

no hay una ganancia de informacién al condicionar.

Continuando con el ejemplo, tenemos que la informacién de partida proviene de un
muestreo sobre el nimero de vehiculos vendidos. Obviamente, para cada tipo de via, el

nimero de datos serd menor. Por tanto, y aunque la proporcién de vehiculos fuese la misma
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para ambos muestreos, al estimar los valores de los intervalos de probabilidad tenemos una
mayor incertidumbre, esto es, se obtendria que Lyy C Lyyrg. Por ejemplo, en una via

Urbana podemos obtener los siguientes valores

Lyvire=v = {[lvw, wowl Upw, wpwls Usjw, uswl} = {[0.50,0.73],[0.10,0.21},[0.15,0.40] }

En este caso, al condicionar hemos perdido precisién en la informacién. Luego, para estable-
cer la relacion de independencia, podemos permitir una pérdida de precisién en la informacion
(esta idea también fué considerada en el entorno posibilistico). Esta definicién de indepen-

dencia condicional, como la no ganancia de informacién al condicionar, se formaliza como

Definicién 4.4 No ganancia de Informacion.

HX | Z|Y) & (e |yz) <z ]2) yule|yz) < ule] 2), Vg,

La definicién, atin siendo mas general que la definicién anterior, puede considerarse en
cierto sentido estricta. Por ejemplo, supongamos que al realizar el muestreo para una Au-

topista obtenemos intervalos de probabilidad L7y |r¢ mds cerrados, esto es Lyy 4 C Lyv

Lrvirc=a = {lv)a> wuyals Upjas upjals (1814, wp|al} = {[0.60,0.65],{0.12,0.17],[0.23, 0.28]}

Es obvio que no tenemos una pérdida de informacién, pero tampoco podriamos afirmar que
la informaciéon obtenida nos es desconocida, es decir, que tenemos una ganancia de infor-
macién. Es posible considerar que la informacién que obtenemos es mas precisa, pero no que
obtengamos ‘nueva’ informacién. Entonces, se puede relajar la definicién de independencia
de forma que se establezca la independencia cuando, ademds de permitirnos una no ganancia
de informacién, también se permita una mejora en la precisién de la misma. Esta idea es
capturada por la definicién de compatibilidad entre las distribuciones. Por tanto, podemos

definir la independencia como

Definicién CH1
Conocido el valor de la variable Z, al conocer el valor de la variable Y la informacion

que obtenemos es coherente con la que ya teniamos sobre los valores de la variable X .

Intuitivamente, establecemos la independencia cuando la informacién que obtenemos tras
condicionar ‘casa’ en cierto modo con la que ya tenfamos. Si formalizamos la definicién

obtenemos
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Definicién 4.5 Coherencia de la Informacion.

(X |Z|Y) & 1) maxl(z|yz) <u(a|z), Yo,z
v

2) minu(z |yz) > l(z]2), Va,z
v

3) Z(l(x lyz)Vi(z|2) <1< Z(u(w |yz) ANu(z | 2)) Yy, =

xr

Otra posible alternativa consiste en plantearnos la idea de establecer la independencia
considerando tdnicamente los valores tomados en los distintos muestreos, esto es Ly rc. En
este caso, para establecer la independencia, bastaria con considerar que las medidas asociadas
a cada vehiculo tienen un conjunto de valores comin, independientemente del tipo de via en
los que se realice la muestra. En este caso, establecemos la independencia cuando todas las

medidas condicionales tienen un subconjunto de informacién compatible.

Definicién CH2
Conocido el valor de la variable Z, obtenemos informacion coherente para X, inde-

pendiente del valor que tome la variable Y.
Formalmente esta definicion se puede expresar como

Definicidén 4.6 Coherencia enire Condicionales
I(X|Z|Y) & 1) maxl(z|yz) <minu(z | yz), Vz,z
y y

2 l <1< i
) Zx:myax (z]yz) <1< Zx:mymu(w | yz), Vz

Es directo comprobar que la definicion de independencia como una no ganancia de in-
formacion (def. 4.4) es mas restrictiva que las definiciones de independencia que se basan
en una compatibilidad entre distribuciones (def. 4.5 y def. 4.6). Es decir, toda relacién de
independencia como una no ganancia de informacién implica una relacién de independencia

como coherencia, sin embargo la relacién inversa no es cierta.

Otro enfoque diferente para definir la independencia, en el que también se relaja el con-
cepto de no modificacién al condicionar, es aquél que establece la relacién de independencia
en base a una relacién de similaridad ~ entre los valores de los intervalos de probabilidad

condicionales.

En este caso, la definicién se establece como:
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Definicién 4.7 Similaridad de la Informacion.

IX|Z|Y)ellae|yz)~lz]|z) yulz|yz) = ule|z) Va,y,z

Una posible definicién de similaridad, ya vista en el capitulo anterior, consiste en dis-
cretizar el intervalo [0, 1], y decir que dos valores son similares siempre que coincidan sus
discretizaciones. Formalmente, consiste en dividir el intervalo unidad en m subintervalos
Ii,...1,, donde tenemos un conjunto de valores 0 = ag < a1 < ... < @, — 1 < a,, = 1,
y definimos los subintervalos Iy, k = 1,...,m — 1 como I = [aj_1,ax) v el subintervalo

I, = [am — 1, ). Entonces, podemos definir la relacién de similaridad como
I~ & Vadk € {1,...,m} tal que l(2),!'(z) € I}.
u~u' & Vedk' € {1,...,m} tal que u(z),u'(z) € I
Otra posible alternativa consiste en definir la similaridad en base a una medida distancia

entre los valores de los intervalos. En este caso, necesitamos un umbral ¢ a partir del cual

consideramos que dos valores son similares. Esta relacion puede expresarse como

I~ (u~u)e Ve, |l(z)-U(z)<e (Julz)—u'(z) <e)

donde |.| representa el valor absoluto de la diferencia.

4.9.2 Independencia en Intervalos: Resultados Empiricos.

Como comentamos, para finalizar el capitulo, realizaremos un estudio empirico del compor-
tamiento de las distintas definiciones de independencia. Para ello, partimos de una muestra
(base de datos) sobre una determinada poblacién. Supongamos que en la muestra dinicamente
tenemos informaciéon sobre dos variables X e Y, y que en lugar de estimar una distribuciéon
de probabilidad, estimamos un conjunto de intervalos de probabilidad. Sobre estos valores

realizamos los experimentos. El resultado de cada experimento consiste en un valor de verdad
para la relacién I(X |0 ]Y).

Realizamos tres experimentos Fy, Fy y Fs distintos.

Fy: Consiste en tener como muestra de partida una distribucién de probabilidad, py, para la

que se satisface la relaciéon I(X |0 |Y)p.
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Ey: Partimos de una distribucién de probabilidad, py, para la que no se satisface (X | § |
Y)p, pero sin embargo la cantidad de informacién! entre las dos variables X e Y es
muy pequefia (menor que 0.05). Por tanto, py se podria considerar como una muestra

no perfecta de una poblacién donde se verique I(X |0 | Y )p.

FE3: La distribucién de probabilidad de partida, ps no verifica I(X | 0 | Y)p v ademads le
exigimos que la cantidad de informacién entre X e Y sea suficientemente alta (mayor
que 0.1). Por tanto, podemos considerar que en la poblacién las variables X e Y no son

independientes.

Para cada experimento, generamos 1000 distribuciones de probabilidad, donde suponemos
que son las distribuciones que se obtienen cuando consideramos muestras con un nimero
de datos comprendido entre 250 y 10000 datos. Estimamos un conjunto de intervalos de
probalidad Ly = {[l;,u;],i = 1,...,N} con N el nimero de casos en X x Y y k tomando
valores en {1,2,3} utilizando una aproximacién Normal (los valores de los intervalos van
a depender del tamano de la muestra). Este proceso se repite considerando muestras con
9,21, 36,96 casos para X X Y,y realizando la aproximacién Normal al 95%,90%, 80%.

Con los experimentos anteriores tratamos de representar las siguientes situaciones:

* Con el experimento F; analizamos el comportamiento que tienen las distintas defini-
ciones de independencia cuando las variables X e Y son realmente independientes en la
poblacién. Para ello, supondremos que la distribucién de probabilidad que obtenemos
de la muestra refleja fielmente la distribucién de probabilidad de la poblacién. Por
tanto, parece sensato esperar que, como resultado de aplicar las distintas definiciones,

obtengamos una relacién de independencia entre las variables X e Y.

* El segundo experimento, Fs, trata de estudiar el comportamiento de las definiciones
de independencia cuando las variables X e Y son independientes en el modelo y, sin
embargo, la muestra no es un fiel reflejo de la distribucién para la poblacién. Este es
un problema usual cuando hacemos un muestreo aleatorio, no podemos esperar obtener
una muestra con la misma distribucién de probabilidad que el modelo. Para el exper-
imento Fy consideraremos una salida correcta la que establece la independencia entre
las variables X e Y.

* Finalmente, el tercer experimento, Fs, analiza el caso en que las variables X e Y no
son independientes. Para ello, partimos de una muestra donde las variables X e Y son

dependientes (exigimos que la cantidad de informacién tenga un valor superior a 0.1).

. . ., . Pz,
'Recordemos que la cantidad de informacién se obtiene como I(X,Y) = Zm,y P(z,y)log ﬁﬁ%.
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En este caso, al aplicar las distintas definiciones de independencia, consideramos como
resultados correctos aquéllos en los que no se establece una relacién de independencia

entre las variables.

En las siguientes gréificas se presentan los resultados obtenidos al realizar los distintos
tests sobre muestras de distintos tamafios (los intervalos de probabilidad se han obtenido
mediante una aproximacién Normal al 95%). En el eje de abcisas representamos el tamano
de la muestra, y en el eje de ordenadas se representa el nimero de veces (en %) que la salida
del test ha sido una relacién de independencia. A partir de los resultados expermentales,

obtenemos las siguientes conclusiones para los distintos conceptos de independencia:
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Figura 4.4. Test de Independencia: No Ganancia de Informacién.

No Ganancia de Informacién Figura 4.4: Este test de independencia falla en el objetivo
de descubrir las relaciones de independencia para el experimento Fq. Sin embargo, el test se
muestra sensible a las relaciones de dependencia entre las variables, incluso cuando el nimero

de datos es bajo.

Ademds, cuanto menor sea la confianza exigida a la hora de calcular los intervalos, el test
detectard un nimero de independencias mayor en el experimento F; y menor sera el nimero
de relaciones de independencia detectadas en el experimento F3, por lo que podemos decir

que mejora el comportamiento, la salida es mas precisa.

Para finalizar el analisis, comentaremos que la salida del experimento (el porcentaje de
independencias encontradas) varia dependiendo del nimero de casos que tengan las variables

X e Y, aunque en todos los casos se mantiene la misma tendencia.
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Por tanto, podemos concluir que este test serd de utilidad cuando estemos interesados en

captar relaciones de dependencia entre variables.
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Figura 4.5. Test de Independencia: Coherencia de la Informacién.

Coherencia de la Informacién Figura 4.5: En nuestros experimentos, el comportamiento
del test de independencia es 6ptimo para el experimento F1, esto es siempre obtenemos que
las variables X e Y son independientes. Para F, tenemos que sélo cuando el nimero de datos
es lo suficientemente elevado, (disminuye la incertidumbre) es capaz de determinar relaciones
de dependencia entre las variables. Para el experimento F3 tenemos que, cuando el nimero de
datos es pequeno (la incertidumbre asociada es elevada), no tiene suficiente informacién para
discriminar y obtiene como salida una relacién de independencia. Sin embargo, conforme el

nimero de datos en la muestra crece, la salida del experimento tiende a un resultado 6ptimo.

Este comportamiento parece ser razonable, en cierto sentido podemos considerar que

cuando no tiene informacion, el test da como salida un relacién de independencia.

Haciendo un andlisis para el nimero de casos de las variables, podemos determinar que
cuanto mayor es el nimero de casos para las variables, peor va a ser el comportamiento del
test a la hora de detectar relaciones de dependencia, necesitando en general un nimero mayor

de datos para discriminar.

De nuevo, el comportamiento del test es mejor cuando consideramos una aproximacién

por la Normal con una confianza menor.

En cualquier caso, el resultado del test se puede considerar aceptable cuando el nimero
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de datos es lo suficientemente grande.
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Figura 4.6. Test de Independencia: Coherencia entre Condicionales.

Coherencia entre Condicionales Figura 4.6: En base a los resultados obtenidos consid-
eramos este test de independencia como el que tiene un mejor comportamiento. Para el
experimento £ tenemos que siempre determina que las variables X e Y son independientes,
independientemente del nimero de datos que tenga el muestreo. Ademds, para el experimento
F>, el nimero de datos necesarios para determinar que las variables X e Y son dependientes
es menor que cuando consideramos la independencia como Coherencia entre la Informacion
(si las variables son realmente dependientes, necesita un nimero menor de datos para detec-
tarlos). De forma andloga, para el experimento Fs obtenemos buenos resultados, incluso con

n bajos.

Si consideramos la confianza dada para la aproximacién Normal, tenemos que el compor-
tamiento es mejor cuando exigimos una menor confianza. Este hecho, que se repite en los
anteriores tests, no es sorprendente ya que cuanto menor es la confianza exigida, mds cercanos

estan los intervalos a sus valores originales y por tanto los intervalos son mas precisos.

Si consideramos el nimero de casos para las variables, tenemos que cuanto mayor es éste,
mas datos serdn necesarios para dar una salida correcta, En este sentido, al aumentar el
nimero de casos aumenta la incertidumbre. Por tanto, se necesitan mas datos para que el

test funcione de forma correcta.

En cualquier caso, los resultados dados por este test son los que mas se acercan a lo que

consideramos un comportamiento razonable.
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Figura 4.7. Test de Independencia: Similaridad (s = 0.05)).
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Figura 4.8. Test de Independencia: Similaridad (s = 0.1).
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Similaridad de la informacién Figuras 4.7 y 4.8: Finalmente, consideramos el concepto de
independencia en base a una relacién de similaridad entre las distribuciones. Nos centraremos
en aquella relacién que utiliza una distancia entre los valores para las distribuciones. Como
indican la Figura 4.7 y la Figura 4.8, el resultado del test depende en gran parte del nimero
de casos que tengan las variables, N, asi como del umbral a partir del cual se consideran
relevantes los valores, s. En cualquier caso, podemos ver como este método no proporciona
buenos resultados para los distintos experimentos F; y Fso cuando el umbral es pequeifio.
Elevar el umbral nos permite mejorar los resultados para estos experimentos, pero como con-
secuencia de esto en F3 obtenemos un nimero mayor de independencias, siendo especialmente

elevado cuando el nimero de casos para las variables es alto.

Hay que notar que cuando disminuimos la confianza para la estimaciéon de los valores,
obtenemos intervalos mas cerrados y por tanto el nimero de independencias que detecta es
mayor. Este hecho hace que para el experimento Fy se obtengan mejores resultados y, de
nuevo, para el experimento Es se obtienen peores resultados (el nimero de independencias

que detecta es mayor).
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Conclusiones y Lineas de

Investigacion Futuras

El principal objetivo en la memoria ha sido el desarrollar las herramientas necesarias para
poder realizar el aprendizaje de estructuras de creencia no probabilisticas. Para alcanzar
este objetivo, hemos considerado dos vias principales de trabajo: por un lado, el desarrollo
de algoritmos eficientes para el aprendizaje de este tipo de estructuras, y por otro lado, la
seleccién de formalismos (no probabilisticos) para representar la incertidumbre, asi como el
estudio de los conceptos necesarios en estos formalismos para realizar el aprendizaje. Teniendo
en cuenta estas consideraciones, podemos resumir las conclusiones de la memoria en los

siguientes puntos:

* Respecto a los algoritmos de aprendizaje.

1. El considerar el concepto de independencia como un concepto primitivo, que no de-
pende del formalismo utilizado para representar el conocimiento, permite obtener
algoritmos para el aprendizaje de redes de creencia validos para distintos formalis-

mos.

2. Se han diseniado algoritmos que, utilizando criterios de independencia, son ca-
paces de recuperar modelos de dependencias representables por estructuras sim-
ples (arboles, polidrboles o grafos simples) en tiempo polinomial. Estos algoritmos
dnicamente necesitan de tests de independencia entre variables de orden cero y uno.
Por tanto, y teniendo en cuenta que el conocimiento de partida es limitado (una
base de datos), los resultados obtenidos por estos tests seran mas fiables que si se
realizan tests de orden superior. Cuando el modelo no es representable por una
estructura simple, los algoritmos son capaces de detectarlo.

3. Cuando el modelo no es representable por una estructura simple, se ha disefiado
un algoritmo capaz de aproximar la estructura por un poliarbol, basado en la idea

de obtener la mejor aproximacién local para cada nodo.
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4. Hemos visto como uno de los principales problemas en el aprendizaje para redes de

creencia es la necesidad de realizar tests de independencia de orden alto. Sin em-
bargo, un andlisis de las relaciones de independencia entre variables en el modelo,
nos permite obtener estructuras simples que representan un conjunto de carac-
teristicas del modelo, sin necesidad de realizar tests de independencia de orden
alto. Esto es, cuando es posible, podemos recuperar un grafo simple que permite

obtener las mismas relaciones de independencia de orden cero y uno que el modelo.

* Respecto a los formalismos no probabilisticos.

1. Para los formalismos no probabilisticos, una de las exigencias que consideramos es

que fuesen computacionalmente eficientes y lo suficientemente expresivos, de forma
que permitan el tratamiento de informacién incierta. FEn este sentido, el formalismo
de la Teoria de la Posibilidad y el formalismo de los Intervalos de Probabilidad

(desarrollado en la memoria), cumplen estas premisas.

Cuando utilizamos el formalismo de las medidas de Posibilidad, estamos con-
siderando que la informacién es imprecisa e incierta. Por tanto, exigir condiciones
estrictas para establecer una relacién de independencia entre variables puede pare-
cer demasiado restrictivo. Considerando este problema, se han propuesto distintas
definiciones de independencia condicional y se ha realizado un estudio axiomaético
de las mismas. Como resultado de este estudio, podemos destacar que las distin-
tas definiciones satisfacen la mayoria de los axiomas de independencia para este
formalismo. El dnico axioma que, en general, no se satisface es el de simetria.
En este sentido, podemos ver como las relaciones de independencia que se podrian
considerar cldsicas, basadas en una igualdad entre medidas, satisfacen este axioma.
Sin embargo, al incluirse en la definicién de independencia el hecho de que traba-
jamos con conocimiento impreciso, este axioma se pierde para la mayoria de las

definiciones.

Con respecto a la estimacién de distribuciones de Posibilidad, se han presentado
métodos que permiten obtener los valores a partir de un experto o bien partiendo
de un conjunto de datos. Ademads, se ha propuesto un método de estimacién de
Posibilidades a partir de datos donde se tiene en cuenta que el conjunto de datos

es s6lo una muestra de una poblacién.

. Hemos desarrollado el formalismo de los Intervalos de Probabilidad como her-

ramienta para trabajar con incertidumbre, realizando un estudio de su posicién
dentro de la clasificacion de medidas difusas. En este sentido, concluimos que se
enmarcan dentro del formalismo proporcionado por la capacidades de Choquet de

orden dos.
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5. Los conceptos de combinaciéon, marginalizacién, condicionamiento e integraciéon han
sido estudiados para el formalismo proporcionado por los Intervalos de Probabili-
dad. Las distintas definiciones se obtienen como una particularizacién de los mis-
mos conceptos para medidas mas generales, como las Probabilidades Inferiores y
Superiores o las Medidas Difusas en general. Para la estimacién de Intervalos de
Probabilidad se recurre a la estimaciéon de intervalos de confianza en el entorno
probabilistico. De nuestro estudio podemos concluir que los Intervalos de Proba-
bilidad constituyen un formalismo con una capacidad de representacién razonable,
donde el cilculo necesario para los distintos operadores resulta facil de entender,

siendo ademas este proceso computacionalmente eficiente.

6. El concepto de independencia para Intervalos de Probabilidad ha sido también estu-
diado. En este sentido, podemos notar que el uso de una definicién de independencia
en el sentido cldsico, esto es, en base a relaciones de igualdad entre distribuciones
es de poca utilidad cuando trabajamos con este formalismo. Se han propuesto
distintas definiciones de independencia donde se considera que el conocimiento es

incierto, encontrando unos buenos resultados experimentales.

Futuras lineas de investigacion.

Considerando los resultados obtenidos, las lineas futuras de trabajo se pueden englobar

en los siguientes bloques:

* Redes de creencia:

1. El primer objetivo que nos plantearemos serd el realizar una implementacién de
los distintos algoritmos de aprendizaje estudiados, realizando un estudio compar-
ativo entre las distintas técnicas y haciendo especial énfasis en el aprendizaje de

estructuras no probabilisticas.

2. Hacer un estudio méas detallado de los grafos simples como estructura para repre-
sentar modelos de dependencias. Un grafo simple permite representar relaciones de
independencia entre variables de cualquier orden, mediante la presencia de ciclos
simples. Sin embargo, cuando consideramos el proceso de propagacion, la pres-
encia de ciclos hace que los distintos algoritmos conocidos tengan un alto coste
computacional. Por tanto, una via de trabajo es aquélla en la cual se intente bus-
car algoritmos que utilizen propiedades especificas de independencia para grafos

simples en el proceso de propagacion.
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3. En un grafo simple se pueden representar un conjunto de relaciones de independen-

cia mayor que cuando consideramos estructuras simplemente conectadas (arboles
o poliarboles). Por tanto, el estudiar cémo aproximar un GDA por este tipo de
estructuras es un problema que merece ser considerado. Otro punto de interés es
el estudio axiomatico del conjunto de propiedades de independencia que se pueden
representar por un grafo simple. Estas propiedades nos pueden ser de utilidad en

los planteamientos anteriores.

. Los algoritmos desarrollados en la memoria estan basados en el uso de relaciones de

independencia entre las variables, con la finalidad de disminuir el orden necesario
para los tests de independencia condicional. Utilizando esta misma filosoffa, se
puede pensar en estudiar algoritmos de aprendizaje para estructuras mas generales

que las consideradas en la memoria.

x Teoria de la Posibilidad.

1. Estudio axiomético del concepto de independencia condicional considerando tnica-

mente una relacién entre las medidas condicionales (sin utilizar la medida marginal),
asi como del concepto de independencia en base a una relacién entre la medida

conjunta y una combinacién entre las medidas marginales.

. En general, podemos ver que las distintas definiciones de independencia conside-

radas no satisfacen el axioma de simetria. Por tanto, pretendemos analizar el
comportamiento de una definicién de independencia no simétrica en el proceso de
aprendizaje de Redes de Creencia. En este sentido, podemos pensar en considerar la
no simetria en la relacion de independencia como una direccionalidad en la relacién,

no pudiendo hablar en este caso de relaciones causa-efecto.

. Realizar un estudio de las distintas propiedades que presenta el condicionamiento

por defecto. En especial, podemos considerar su uso en sistemas de razonamiento
con incertidumbre, comparando los resultados con los obtenidos con otros condi-

cionamientos en Posibilidades.

* Intervalos de Probabilidad.

1. Podemos encontrar distintos métodos de propagaciéon de incertidumbre no proba-

bilistica en redes de creencia. El principal problema que plantean estos métodos
es el alto coste computacional necesario para realizar los cdlculos. Por tanto, un
area de interés es aquella en la que se considera la propagacion de Intervalos de
Probabilidad en redes de creencia donde, como hemos visto, los calculos con este

formalismo son eficientes. El punto de partida serd el estudiar el comportamiento
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de los intervalos de probabilidad frente a la axiomatica presentada por Cano et al.
[33] v Shafer-Shenoy [140].

2. Realizar un estudio amplio de la definicién de independencia en Intervalos de Proba-
bilidad, centrandonos en una aproximacién axiomadtica al concepto de independen-
cia condicional, asi como el estudio del concepto de independencia considerando
una relacién entre intervalos de probabilidad conjunta y una combinacién entre

marginales.

Para finalizar, consideraremos distintos objetivos comunes a varias de las lineas de trabajo

analizadas.

* Aplicar los distintos algoritmos de aprendizaje de redes de creencia a problemas reales
que presenten incertidumbre. En este caso, utilizaremos los distintos formalismos con-
siderados (y en cada caso, las distintas definiciones de independencia) y se realizara una

comparacion entre las distintas aproximaciones.

* Otra linea de trabajo futura es aquella en la que se analizard el aprendizaje de redes
de creencia utilizando un ’criterio de bondad en la aproximacién’. Con este fin, se
deben de estudiar distintas medidas de informacion o medidas distancia para los modelos
considerados (Posibilidades e Intervalos de Probabilidad). La definicién de estas medidas

podria basarse en los criterios de independencia para los distintos formalismos.

* Estudio de distintas técnicas de estimacion de Posibilidad e Intervalos de Probabilidad
cuando en la base de datos existe informacién no precisa. Asi, podemos encontrar en
el mundo real una gran cantidad y variedad de datos cuya naturaleza no permite que
sean formulados de forma precisa o bien el conocimiento que tenemos de los mismos no
es exacto. Podemos encontrar modelos de Bases de Datos que nos permiten almacenar
esta informacién, y por tanto el problema de la estimacién de este tipo de informacion

merece ser considerado.

* Estudio més profundo de las transformaciones entre Posibilidad-Probabilidad cuando
consideramos la incertidumbre asociada a la base de datos. En especial su compor-
tamiento frente a propiedades de segundo orden como marginalizacién, condicionamiento,
independencia, etc. Ademas, podemos considerar este tipo de transformaciones como el
punto de partida para el estudio de transformaciones entre Intervalos de Probabilidad
v Posibilidades.
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