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Resumen

Un Hipergrafo es una estructura grafica que
nos permite representar distintas compon-
entes de informacién sobre un determinado
problema. En un Hipergrafo posibilistico, a
cada componente de informacién le asociamos
una distribucién de posibilidad conjunta. En
particular, el trabajo se centra en el estudio
de algoritmos que nos permitan recuperar un
Hipergrafo utilizando las relaciones de inde-
pendencia existentes entre las variables.
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1 Introduccién.

El uso de modelos graficos es de gran utilidad a la hora
de tener una representacion eficiente del conocimiento
incierto. En general, mediante la estructura del modelo
se representan relaciones de dependencia / independ-
encia entre variables, junto con una representacién
cuantitativa de la informacion. Un aspecto importante,
cuando trabajamos con incertidumbre, es la seleccién
de un formalismo adecuado para representar cuant-
itativamente la informacién. En este sentido, podemos
escontrar distintos formalismos como la Teoria de la
Probabilidad, Teoria de la Evidencia {16] o la Teoria
de la Posibilidad [7, 18]. En este trabajo nos centramos
en el estudio de sistemas posibilisticos. Estos sistemas
permiten disenar técnicas de razonamiento aproxim-
ado, esto es, con un comportamiento poco sensible a
pequenos cambios de la informacién. Basidndonos en
este hecho, se puede pensar que la teoria de la pos-
ibilidad puede representar el mismo papel dentro del
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razonamiento con incertidumbre que el control difuso
en el marco de la ingenieria de control [14].

Cuando trabajamos con incertidumbre, podemos en-
contrar distintos modelos grificos. En especial, po-
demos destacar (1) los modelos caunsales [3, 14, 15]
donde cada variable es un nodo del modelo y donde
la ausencia de una conexion directa representa una
relacion de independencia entre las variables y (2) los
modelos basados en Hipergrafos [4, 8, 17] donde las
variables se agrupan en nodos que representan rela-
ciones de dependencia. Nuestro interés se centra en
el estudio de algoritmos que nos permitan realizar el
aprendizaje de estructuras graficas en entornos pos-
ibilisticos. Por ejemplo, Kruse et al. [9] proporciona un
algoritmo de aprendizaje para modelos causales pos-
ibilisticos. En este trabajo, presentamos un algoritmo
de aprendizaje para hipergrafos posibilisticos basado
en el estudio de relaciones de independencia entre vari-
ables.

En la siguiente seccién introducimos brevemente la
teoria de la posibilidad. La seccién 3 presenta el Hiper-
grafo posibilistico como una herramienta que permite
construir un sistema basado en el conocimiento. En
la seccién 4 vemos como un Hipergrafo puede verse
como la descomposicién de una distribucién de pos-
ibilidad conjunta en términos de conjuntos de vari-
ables condicionalmente independientes y, utilizando
esta propiedad, presentamos un algoritmo que permite
recuperar un Hipergrafo a partir de un conjunto de
datos. Para finalizar, se presentan las conclusiones y
lineas de trabajo futuras.

2 Teoria de la Posibilidad.

Cuando partimos de un conocimiento impreciso, una
medida de posibilidad es una herramienta natural para
formalizar la incertidumbre. En este trabajo con-
sideraremos que una distribucién de posibilidad es-
tablece, esencialmente, un orden entre los valores que
una determinada variable puede tomar. Formalmente,



si D es el conjunto de referencia, entonces una me-
dida de posibilidad puede definirse como una funcién
I1:P(D) = [0, 1] verificando

VA,BC D (AU B) = max{II(4),I(B)} (1)

donde I1{#) = 0y II(D) = 1. Cuando el conjunto D es
finito, una medida de posibilidad I1 puede obtenerse a
través de los valores en los elementos atémicos de D

VA, TI{A) = max{n(w) | w € A}

donde m(w) = II({w}) y 7 es una funcién de D en [0, 1]
llamada distribucién de posibilidad. Como condicién
de normalizacién, se exige que exista un elemento w tal
que m(w) = 1 indicando que existe al menos un valor
en D que es completamente posible. Cuando tenemos
una variable que toma valores en D, w(w) se interpreta
como el grado en que w € D puede ser un valor posible
de la variable y por tanto II(A) puede considerarse
como la posibilidad de que la variable tome como valor
cualquier elemento de A.

Sean X e Y dos variables y sea 7 una distribucién
de posibilidad definida sobre el producto cartesiano
de sus conjuntos de referencia, Dx x Dy. Consider-
ando la semantica asociada a la distribucién de posibil-
idad, utilizaremos como operador de condicionamiento
el dado por Hisdal [6, 11]. Esto es, la distribucién de
posibilidad de X, condicionada al suceso [Y =y, y lo
notamos por m4(. | y), viene dada por

e 1= { 75

donde 7y representa la distribucién de posibilidad
marginal para la variable Y, es decir my(y) =
maxgepy m(Z,y).

siw(z,y) < 7y (y).
si m(z,y) = 7y (v).

Otro concepto importante a considerar es el de inde-
pendencia posibilistica. En este caso, utilizamos un
criterio de independencia basado en la imprecisién. Es
dectr, diremos que la variable X es condicionalmente
independiente de la variable Y dado que conocemos el
valor de Z, y lo notamos por I(X | Z | Y}, cuando al
condicionar obtenemos una informacién coherente con
la original, pero menos precisa. Formalmente podemos
decir que

KX | Z|Y) & mn(z]|yz) 2 malz | 2), Vz,u, 2.

Notemos que esta definicién de independencia es equi-
valente {1, 12] a la no interactividad posibilistica 18],
es decir, equivale a m(zyz) = m(zz) A 7(yz), Yz y, 2.

3 Hipergrafos Posibilisticos.

En teoria de grafos [10], el concepto de Hipergrafo
(ver Figura 1) ha sido ampliamente estudiado. Form-
almente, dado un conjunto de variables de referencia

Figura 1: Hipergrafo

S ={Xi,...,Xn}, un Hipergrafo X sobre S se puede
definir como un conjunto no vacio de subconjuntos de
S. A los elementos de H se les llama hiperlados, y
a los elementos de S se les denomina vértices. Un
Hipergrafo se puede considerar como una estructura
grafica que permite representar distintas componentes
de informacion sobre un determinado problema. En
este caso, cada componente (hiperlado) agrupara a un
conjunto de variables.

Cuando el conocimiento de partida es impreciso o vago,
la teoria de la posibilidad se presenta como un formal-
ismo razonable para representar cuantitativamente la
informacién. En particular, para cada componente de
informacion, R;, tendremos una distribucién de posib-
ilidad (relacién difusa) sobre el conjunto de variables
que la componen, 7g,. Por tanto, un Hipergrafo Pos-
ibilistico 4, 8) se puede considerar como un hiper-
grafo, donde asociado a cada hiperlado tenemos una
distribucién de posibilidad marginal.

Este tipo de estructuras permiten realizar razonami-
ento posibilistico. Esto es, a la luz de nueva inform-
acién, obtener un conjunto de conclusiones lo mas
precisas posibles. A la hora de realizar inferencias,
son dos las operaciones basicas [8]: la primera es
la combinacién de informacién (mediante el operador
minimo), que permite obtener la distribucién de pos-
ibilidad menos restrictiva compatible con las restric-
ciones y la segunda es una proyeccién {mediante el op-
erador maximo) de los resultados sobre las variables
de interés.

Hemos de notar que en un entorno posibilistico, se sat-
isfacen los axiomas de Shafer y Shenoy [17] y por tanto
es posible utilizar técnicas locales para realizar una
propagacion de la informacién en irboles de Markov:
Un arbol de variables donde dos variables estan separa-
das si existe una relacién de independencia condicional,
dado el conjunto de variables que las separan. Dubois
y Prade [8] proporcionan un conjunto de técnicas que
permiten transformar un Hipergrafo posibilistico en
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un Hiperarbol, cuyos hiperlados se pueden organizar
como un arbol de Markov.

4 Aprendizaje de Hipergrafos
Posibilisticos a partir de Datos.

A la hora de realizar tareas de razonamiento en un
hipergrafo, es necesario tener como punto de partida
la estructura grafica ya construida. Sin embargo, para
muchos problemas, el proceso de elicitacion de la es-
tructura a partir de un experto puede ser una tarea
bastante costosa. En esta seccién nos centraremos en
el estudio de algoritmos que permitan, a partir de una
base de casos, obtener este tipo de estructuras, junto
con los valores cuantitativos asociados a las mismas.
. Este tipo de algoritmos puede ser de gran ayuda en el
proceso de diseno de un hipergrafo.

En concreto, partimos de una base de casos sobre un
conjunto de variables S = { X, X2,...,Xn}, de la que
obtenemos la distribucién de posibilidad que siguen
los datos, w. Nuestro objetivo serd construir el Hiper-
grafo que mejor represente esta distribucién. Para ello
consideramos que en un hipergrafo, ademas de rep-
resentarse relaciones de dependencia entre variables,
también se representan relaciones de independencia
condicionales.

En este proceso, tratamos de factorizar la dis-
tribucién de posibilidad original en componentes
condicionalmente independientes. Asi, supongamos
que 7 es una distribucién de posibilidad sobre
S y que existe un conjunto de variables C =
{Xi,...,X;} verificando la relacién I(X,,...,Xi_1 |
C | Xj41,.--,Xn). Entonces, podemos factorizar la
distribucién original en dos distribuciones, m; sobre
Sy = {X1,...,Xi—1,Xi,... X} y my sobre S; =
{Xi,...X;,Xj41,...,Xn}. Basindonos en el criterio
de independencia utilizado, tenemos que la distribucién
original se puede recuperar mediante T = m; Am,. Ap-
licando este esquema de forma recursiva para los con-
juntos S y Sz, obtenemos una estructura arbdrea, que
denominaremos arbol posibilistico.

La Figura 2 muestra un arbol posibilistico, donde en
cada nivel se presentan junto con el conjunto de nodos,
las relaciones de independencia que permiten constru-
irlo. En estas estructuras, la informacién se localiza
inicamente en las hojas del drbol, Lj,j = !...m, en
forma de distribuciones de posibilidad marginales. La
distribucién de posibilidad original se puede recuperar
{2] mediante

m
m(z1, 22, .., Zn) = FL, AL, A ATL, = /\ﬂ'LJ.
j=1

con 7, siendo la distribucion de posibilidad marginal
almacenada en la hoja L;
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X1.X2,X3,X4,X5.X6,X7.X8
I(X11X2.X3,X41X5.X6X7.X8)

X1.X2.X3.X4 X2.X3,X4.X5.X6.X7.X8
IVZKJ.XQ 1(X2.X3.XS 1 X4 1 X6.X7.X8)
X1.X2 X2.X3.X4 X2.X3.X4.XS X4.X6.X7.X8

KX21X3.X41XS5) 1(X6.X71X41X8)

X2.X3.X4 X3.X4.XS5 X4.X6.X7 X4.X8

Figura 2: Arbol Posibilistico

Asociado a un arbol posibilistico, es posible construir
un Hipergrafo posibilistico (Figura 3). Para ello, basta
con considerar como hiperlados las hojas del 4rbol pos-
ibilistico. En este caso, en un Hipergrafo se repres-
entan ademads de las relaciones entre variables, un con-
junto de relaciones de independencia condicional entre
ellas. Este hecho hace que un Hipergrafo represente un
papel similar a las redes bayesianas [15] en un form-
alismo probabilistico, permitiéndonos utilizar técnicas
de propagacién local, de forma que se obtengan los
mismos resultados que se obtienen cuando utilizamos
la distribucién de posibilidad inicial {2]

Figura 3: Hipergrafo asociado a T'

Por tanto, para obtener un hipergrafo, nos bastara con
encontrar el conjunto de nodos hoja en un arbol pos-
ibilistico. El algoritmo seguird el mismo esquema util-
izado para construir el arbol posibilistico, esto es:

BuscarHojas({ S:Conjunto de Nodos )
{
Buscar subconjuntos disjuntos L, R,C en S con
I(L|C|R)y LURUC=2S.
Si no es posible, Entonces
— Incluir S en la lista de nodos hoja.
— Asociar a S la distribucién marginal mg.
En caso contrario
BuscarHojas( RUC )
BuscarHojas{ LUC')



El siguiente ejemplo nos muestra el comportamiento
del anterior algoritmo cuando partimos de una base de
casos. En el ejemplo, al partir de una base de casos,
hemos considerado que estos no tienen porque ser una
muestra exacta de la distribucién de posibilidad que
sigue el modelo. Por tanto, a la hora de realizar los

- tests, relajaremos el criterio de independencia. En

particular, consideraremos que se satisface la relacién
I(X|Z]Y) cuando, conocido el valor de Z, el conocer el
valor de la variable Y proporciona una informacién
similar (sobre los valores de X) a la que teniamos
antes de conocer el valor de Y [1]. Mas formalmente,
diremos que

I(X|Z|Y) & n(zyz) ~ [r(z2) A 7(zy)]
donde =~ viene definida por:

r~n &V, |n(z) - n'(z)| < €

Ejemplo: Sean X,Y,Z,W variables bivaluadas, y
B1, B2 dos bases de casos sobre X xY x Z x W, con
tamaifio 1.000 y 10.000 respectivamente. En la Tabla 1
representamos la frecuencia con la que aparecen cada
uno de los distintos casos en Bl y B2!. Partiendo

Tabla 1: Bases de Casos: Bl y B2.

YZW Bl B2
X=n1|X=z | X=2z;, | X =25
Yiziwy 12 11 135 129
Y121 Wy 13 13 139 134
y122w) 53 41 533 401
Y122wW2 66 42 665 394
Ya221W1 93 93 938 931
Ya221W2 108 131 1059 1337
Yo 2ow 81 80 801 791
Y222 We 80 82 809 804

de estos datos, utilizando una normalizacién por el
maximo [13] obtenemos las distribuciénes de posibil-
idad asociadas, w; y w2, que siguen los datos (Tabla
2). Considerando un umbral ¢ = 0.02, obtenemos que
I{XIY|ZW) y I(Z|Y|W). Tras aplicar el algoritmo

'Nota: El conjunto de datos en B1 y B2 se han obten-
ido mediante el siguiente proceso: (1) Partiendo del Hiper-
grafo de la Figura 4, calculamos #(ryzw) mediante

r(zyzw) = m(zy) A n(yz) A n{yw)

con wxvy(ziy1, T1y2, T2y1, T2y2) = (0.5,0.8,0.3, 1),

Ty z(y121, 9122, ¥221, y222) = (0.1,0.5,1,0.6) y

Tyw(yiwr, 1wz, yawr, yowz) = (0.4,0.5,0.7,1); (2) La
distribucién de posibilidad se transforma en una dis-
tribucidn de probabilidad, P, utilizando una normalizacién
por el maximo [13); (3) A partir de P se generan aleatori-
amente las bases de casos.

Tabla 2: Distribuciones de Posibilidad =} y 5.
YZW ™ o

X:l'l X—_-Ig X:.‘Bl X:.’Cz
y1z1w) 0.099 0.083 0.100 0.096
Y121 W 0.115 0.099 0.103 0.100
Y1 29w 0.404 0.312 0.398 0.299
Y1 2oWe 0.503 0.320 0.497 0.294
Yozi Wy 0.709 0.709 0.701 0.696
Ya21wa 0.824 1 0.792 1
Yazow) 0.618 0.610 0.599 0.591
Ya2Zawy 0.610 0.625 0.605 0.601

BuscarHojas, obtenemos el Hipergrafo de la Figura 4
(esto es, recuperamos el Hipergrafo original), donde
las distribuciones de posibilidad (utilizando 7;) para
cada hiperlado vienen dadas por:

TXY (x1y1 yZ1Y2, 201, Izyz) = (0497, 0792, 0299, 1),
7l'yz(y1 Z1,Y122,¥Y221, y2z2) = (0103, 0497, 1, 0605) y
Tyw (1w, y1ws, yowy, yows) = (0.398,0.497,0.701, 1)
[}

Figura 4: Hipergrafo aprendido

Cuando utilizamos un umbral ¢ igual a cero, obtenemos
que el Hipergrafo refleja fielmente la distribucién de
posibilidad que siguen los datos. Sin embargo, cuando
el umbral es estrictamente positivo, el Hipergrafo rep-
resentara una aproximacion de la distribucién original.
La siguiente proposicién nos permite relacionar ambas
distribuciones:

Proposicién: Sean U un conjunto de variables, B
una base de casos sobre U, wg la distribucién de pos-
ibilidad que se obtiene a partir de B, H un Hipergrafo
obtenido al aplicar el algoritmo BuscarHojas con un
umbral € > 0 y 7wy la distribucion de posibilidad rep-
resentada por el Hipergrafo. Entonces, my es menos
precisa que Tg

VueU, mp(u) < mo(u)

Demostracién: Es suficiente con ver que, para toda
instanciaciéon v € U, asignamos a 7wy(u) un valor
mayor o igual que mg(u). En particular, tenemos que
mu(u) = A\; 7o, (utts), con utts la proyeccion de la in-
stanciacién u sobre las variables en L;. Considerando
que cada my (ut*7) es una marginal de mg(u), esto

es, ’rL](ulLl) = maxy\r; Tp(u), tenemos 7r1_1(u“‘1) >
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np(u), luego mp(u) < my(u), quedando demostrada la
proposicién. O

Esta proposicién nos permite asegurar que en el Hiper-
grafo tenemos representada una distribucién de pos-
ibilidad menos informativa que la original, pero sat-
isfaciendo las relaciones de independencia testeadas.
El principal problema que plantea este algoritmo Bus-
carHojas es su alto coste computacional, pudiendo ser
necesario realizar un nimero exponencial de tests de
independencia para encontrar el conjunto C.

Con el fin de obtener algoritmos mais eficientes de
aprendizaje, nos planteamos una segunda aproxim-
acién al problema. En particular, consiste en util-
izar, como paso intermedio, una estructura causal,
para posteriormente transformar esta estructura en un
arbol posibilistico. En este sentido, podemos consid-
erar el concepto de independencia como un concepto
abstracto, independiente del formalismo que se utilize
para representar la informacidn, y por tanto utilizar
algoritmos de aprendizaje de estructuras causales, par-
ticularizados para el formalismo posibilistico [12].

Una vez que tenemos la estructura causal G, esto es,
tenemos un grafo dirigido aciclico, el siguiente algor-
itmo nos permite trasformarla en un arbol posibilistico.
En el algoritmo utilizamos la siguiente relacién de or-
den sobre el conjunto de variables en G: Si existe el
arco X; = Xj en G, entonces X; < X; en el orden
d. Notaremos como Pred4(X;) al conjunto de pre-
decesores de X; en el orden d, esto es, Predq(X;) =
{X1,X2,...,Xi-1} y notaremos como Padres(X;) al
conjunto de variables, X,, tales que existe un arco
directo X, — X; en G. Para realizar la transform-
acién utilizaremos la siguiente propiedad [15]: Sea G
una estructura causal y d un orden sobre las variables
(obtenido mediante la relacién anterior). Entonces, se
satisface que

I(Xi|Padres(X;)|Pred4(X;) \ Padres(X;}).

Por tanto, considerando el conjunto de variables en
orden inverso, esto es, S = {X,, X,_1,..., X1}, po-
demos contruir un arbol posibilistico T' siguiendo los
sigulentes pasos:

o Construir un arbol T con raiz

I(X, |Padres(X,)|Preds(X,) \ Padres(X,)).

o Insertar como hijo izquierda de T el conjunto
de variables L = {X,} U Padres(X,), aso-
cido con la distribucién de posibilidad marginal

T(x.yuPadres(x,)

e Recursivamente, si Pred4(X,,)\ Padres(X,) no es
el conjunto vacio, insertar como hijo derecha de T'
el arbol que se obtiene al repetir el proceso para
el conjunto de variables {X,_1, X, _2,..., X}
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Figura 5: Red Causal e Hipergrafo asociado

Es posible que, como resultado de aplicar el esquema
anterior, aparezcan hiperlados anidados en el Hiper-
grafo salida. En este caso, puesto que operamos con el
minimo, podemos eliminar los hiperlados mds internos
(con menos variables) sin modificar la distribucién de
posibilidad representada en el Hipergrafo. Por ejem-
plo, dada la red causal de la Figura 5 (parte izquierda),
el algoritmo recupera el Hipergrafo representado en la
parte derecha de la misma figura, incluyendo dos hiper-
lados mas, el formado por la variable z0 y el formado
por la variable z1.

5 Conclusiones y Trabajos Futuros.

En este trabajo hemos visto como un Hipergrafo se
puede considerar como una representacién grafica de
una distribucién de posibilidad. Para ello, vemos como
el concepto de independencia condicional representa un
importante papel. Sin embargo, a la hora de disefiar un
algoritmo de aprendizaje que intente recuperar la dis-
tribucién de forma exacta, el principal problema que se
plantea es el alto coste computacional necesario. Por
tanto, como posibles trabajos futuros nos planteare-
mos el estudio de algoritmos aproximados de apren-
dizaje para este tipo de estructuras. Ademads, es in-
teresante realizar un estudio axiomatico sobre las rela-
ciones de independencia que se representan mediante
un Hipergrafo y su relacién con la axiomatica de in-
dependencias dada para modelos causales [15]. Otro
punto de interés es el estudio de los hipergrafos cuando
consideramos que la medida de posibilidad es un caso
particular de las medidas de evidencia [5], en concreto
es una medida de plausibilidad consonante.
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