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Resumen — En este articulo presentamos un nuevo
algoritmo disefiado para la optimizacion en espacios
continuos. Dicho algoritmo esta basado en la evolucion
de funciones de densidad de probabilidad para
adaptarse a las zonas més prometedoras del dominio
de cada variable. Realizando estudios experimentales
hemos observado como nuestro algoritmo obtiene
buenos resultados de precision y eficiencia en
comparacion con otros métodos.
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I. INTRODUCCION

La optimizacion en espacios continuos
constituye una parte importante dentro de Ila
ingenieria ya que a menudo no existen métodos
formales para obtener disefios 6ptimos. Por ejemplo,
supongamos que queremos disefiar un filtro dentro
de un circuito eléctrico, la estructura general ya
estara establecida, pero necesitaremos saber los
valores de los componentes que pueden variar para
asi mejorar nuestro circuito. Por este motivo, se
utilizan metaheuristicas de optimizacion para
encontrar los mejores parametros de un disefio. Asi
pues, un problema de optimizaciéon continua consiste
en la busqueda de los parametros reales con los que
obtenemos el mejor valor de la funcidn objetivo que
define la bondad de las soluciones al problema.

Ademas de numerosas técnicas de busqueda
local [12], existen algunas metaheuristicas que se
aplican actualmente a optimizacion continua. Quizas
las mas destacadas por los buenos resultados
obtenidos sean las Estrategias de Evolucion [1] y los
Algoritmos Genéticos (AGs) con Codificacion Real
[5]. Esta codificacion parece particularmente natural
cuando se abordan problemas de optimizacion donde
el espacio de busqueda es continuo. Un cromosoma
es un vector de nimeros reales cuyo tamafio es el
mismo que la longitud del vector, el cual es la
soluciéon al problema. Su hibridacion con otras
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técnicas generalmente mejoran la eficacia de la
busqueda. Entre estas, destaca por los buenos
resultados obtenidos los algoritmos meméticos [9],
donde los nuevos individuos generados son
optimizados por una busqueda local.

Otros algoritmos disefiados originalmente para
optimizacion combinatoria pero que se aplican
actualmente a optimizacion continua son los
Algoritmos de Estimacion de Distribuciones (en
inglés Estimation of Distribution Algorithms, EDAs)
[6]. En ellos no hay ni operadores de cruce ni de
mutacion. En lugar de esto, las nuevas poblaciones
de individuos son muestreados a partir de una
densidad de probabilidad. Esta funcion es estimada a
partir de un conjunto de individuos generados en la
iteracion anterior, generalmente empleando redes
bayesianas.

Relacionado con este tipo de algoritmo también
encontramos al PBIL Continuo [11]. El algoritmo
comienza con una densidad de probabilidad normal
por variable. A partir de esta densidad, se genera un
conjunto de soluciones que constituyen la poblacion
que es usada para actualizar las normales. En cada
iteracion, las medias de las normales son
desplazadas mediante una combinacion lineal de las
mejores y peores soluciones de la poblacion actual.
Igualmente, se incluyen mecanismos para adaptar las
desviaciones tipicas de las normales.

En este trabajo proponemos una metaheuristica
basada en funciones de densidad de probabilidad (en
inglés probability density functions, PDFs) que
presenta ciertas relaciones con los algoritmos
mencionados. La idea principal del algoritmo
consiste en tener PDFs que representen las zonas
prometedoras del espacio de busqueda y que vayan
evolucionando conforme avanza el algoritmo en
funcion de las mejores soluciones exploradas.

Para ello, el articulo se organiza de la siguiente
manera: en la seccion II presentamos el algoritmo
propuesto; en la seccion III se relaciona el algoritmo
propuesto con algunas de las metaheuristicas
existentes; la seccion IV presenta un analisis
empirico del algoritmo; y, finalmente, la seccion V
muestra algunas conclusiones y trabajos futuros.
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II. DESCRIPCION DEL ALGORITMO PROPUESTO

La idea principal de nuestro algoritmo consiste
en tener una PDF para cada una de las variables del
problema. Cada PDF nos indicard las zonas mas
prometedoras para cada variable dentro de su
dominio, de forma que podremos utilizarlas como
generadoras de soluciones prosperas. El esquema
inicial de nuestro algoritmo es el siguiente:

1. Inicializar las PDFs con densidad uniforme
2. Repetir mientras (No condicion parada) {

a. Muestrear las PDFs para generar N
soluciones

b. Evolucionar las PDFs a partir de las
soluciones generadas

En las siguientes  secciones  vemos

detalladamente el disefio del algoritmo.

A. Representacion de la PDF

Para representar las PDFs necesitamos cumplir
dos requisitos: representar cada PDF de tal manera
que facilmente podamos ir moldeandola a las nuevas
zonas exploradas que nos han dado buenas
soluciones, y poder muestrear facilmente las PDFs,
para asi obtener nuevas soluciones.

Con este fin, representamos cada PDF
mediante una mezcla de densidades normales
(notese que la desviacion tipica es comun a todas
ellas):
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La ponderacion de normales que definen la mezcla
de la PDF de cada variable estan normalizadas de tal
manera que la integral de la PDF es igual a 1, y su
peso se relaciona directamente con el valor objetivo
de la solucion. Para ello, realizamos el siguiente
calculo:

P (CY
Zh:l f (Sh)

donde f(S;) es la funcién objetivo de la solucion

de la que procede la normal i. Suponemos que se
maximiza dicha funcion.

B. Inicializacién
Al principio de nuestro algoritmo cada PDF es
inicializada como una mezcla de k densidades

normales. La media de cada normal se define
aleatoriamente a partir de una distribucion uniforme.
De este modo suponemos que no tenemos ninguna
informaciéon del problema y, por tanto, cualquier
valor del dominio de la variable tiene la misma
probabilidad de contener una buena solucion.

C. Evolucion de las PDFs

Para evolucionar la PDF de cada variable a
partir de una nueva solucion, incluiremos una nueva
normal en cada PDF con media igual al valor de la
variable de esa solucion y ponderacion proporcional
a la funcion objetivo. De esta forma, conseguimos
dar mayor densidad a la PDF en torno al valor
prometedor obtenido para la variable.

Seria completamente ineficiente incluir en la
mezcla una nueva normal para cada una de las
soluciones obtenidas. Por una parte, tendriamos que
trabajar con un gran nimero de normales lo cual es
bastante costoso computacionalmente y por otra
parte el conservar mas normales no hace que nuestro
algoritmo funcione mejor, ya que zonas que
obtuvimos hace tiempo y que no han sido tan
prometedoras como otras obtenidas recientemente
deberan desecharse.

Por tanto, limitaremos el nimero de normales
que constituyen cada PDF a un valor fijo k. Estas k
normales procederan de las k mejores soluciones
encontradas hasta el momento. De este modo, cada
PDF representara siempre las regiones donde se
obtuvieron las mejores soluciones. Cuando se
incluye una nueva normal, se elimina previamente la
peor contenida en la mezcla. Valores usuales de k
rondaran entre 1 y 30. A mayor valor de k, mas
resolucion de la PDF y, por tanto, mejor adaptacion
a densidades con formas complejas multimodales.
Sin embargo, un valor alto de k provoca que la PDF
evolucione mas lentamente y ralentice la
convergencia, aparte de hacer el algoritmo mas
costoso computacionalmente.

D. Muestreo de las PDFs para Generar Nuevas
Soluciones

En cada iteracion se generan N nuevas
soluciones a partir de las PDFs. Aunque cualquier
valor del dominio es posible, aquellas zonas con
mayor acumulacion de normales o mejor valor
objetivo correspondiente tendran mayor
probabilidad de ser escogidas para construir la nueva
solucion.

Para implementar esta idea, se realiza el
siguiente proceso para cada variable:

1. En primer lugar, escogeremos
probabilisticamente una de las normales que
constituyen la PDF correspondiente (cuanto
mayor sea la ponderacion de una normal, mayor
probabilidad tendrd de ser escogida). Esto se



puede implementar construyendo una ruleta con
los valores de ponderacion y girandola una vez.

2. A continuacién, generaremos UuUn numero
aleatorio con densidad normal centrada en la
media de la normal escogida en el paso anterior y
con desviacion tipica la correspondiente en la
iteracion actual (ver siguiente seccion). El valor
obtenido sera el valor que le demos a la variable
correspondiente.

En caso de generar un valor fuera del rango
permitido para cada variable, se iguala este valor al
extremo correspondiente del intervalo. Por tanto, se
realiza una saturacion en los extremos para
compensar la falta de acumulacién de densidad en
esas regiones.

E. Convergencia de la Desviacién Tipica

En toda metaheuristica nos interesa la
existencia de dos factores: exploracion 'y
explotacion. Al principio de un algoritmo siempre
nos interesara que haya mayor exploracion para
favorecer la diversificacion en el espacio de
btasqueda. Conforme vamos alcanzando el final del
algoritmo, nos interesa que haya mayor explotacion
para asi acercarnos al optimo local o global de la
zona que haya resultado mas prometedora.

En nuestro caso, también regularemos este
equilibrio entre diversificacion e intensificacion.
Teniendo en cuenta que los valores que obtenemos
para asignar a las variables de las nuevas soluciones
proceden de numeros aleatorios de densidades
normales, nos interesard que al principio del
algoritmo el valor de la desviacion tipica de estas
distribuciones sea mayor, para asi permitir explorar
nuevos valores mas alejados de la media (cuya zona
ya fue explorada). Sin embargo, al final del
algoritmo nos interesara que este valor sea menor
para que asi los nimeros aleatorios obtenidos estén
mas proximos a las medias de las normales, y asi
centrarnos tan solo en los valores mas proximos a
éstas.

Hay muchas formas de reducir el valor de la
desviacion tipica a lo largo del algoritmo: lineal,
exponencial, esquema de Cauchy, etc. En nuestro
problema, es deseable que se den dos propiedades:
que el valor inicial de la desviacion tipica no se
reduzca durante un cierto nimero de iteraciones con
el objetivo de permitir configurar adecuadamente las
PDFs iniciales y que podamos controlar el valor
inicial y final de la desviacion tipica para asi regular
mejor las fases de inicializacion y refinamiento de
las PDFs.

Para ello, hemos definido un esquema de
convergencia de la desviacion tipica propio
atendiendo a la siguiente formula:
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siendo o, y o, los valores inicial y final de la

desviacion tipica, y a y B dos constantes fijadas en
funcién del ntimero de evaluaciones a los siguientes
valores:

o = Evaluaciones - 0,2

B = Evaluaciones - 0,8

Con esta formula, regulamos el decremento de
la desviacion tipica para distinguir entre tres etapas
durante la evolucion de las PDFs:

1. Inicializacién: En un primer momento (20% de
evaluaciones) se mantiene la desviacion tipica y
se utiliza el algoritmo para configurar un
conjunto de PDFs iniciales.

2. Consolidacion: Posteriormente, se produce la
reduccion paulatina de la desviacion tipica para
favorecer gradualmente la explotacion frente a la
exploracion.

3. Refinamiento: Finalmente, durante el Gltimo 20%
de evaluaciones, se realiza el ajuste final de las
PDFs manteniendo una desviacién tipica baja y
constante.

La figura 1 muestra un ejemplo grafico del
proceso de convergencia de la desviacion tipica.
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Figura 1. Ejemplo de convergencia de la desviacion
tipica (10 evaluaciones, 6,=8, 6;=3)

F. Evolucion de varias PDFs en paralelo



Iteracion 12,5% Iteracion 25%

Iteracion 37,5% Iteracion 50%

Iteracion 62,5% Iteracion 75%

Iteracion 87,5% Iteracion 100%

Figura 2. Ejemplo de caida en 6ptimo local durante la evolucién de la PDF de una variable

Realizando experimentaciones preliminares
comprobamos que nuestro algoritmo era capaz de
encontrar regiones de soluciones prometedoras
rapidamente. Sin embargo, sufria un riesgo de caer
en optimos locales en problemas multimodales. Por
ejemplo, en la figura 2 mostramos la evolucion de la
PDF de una determinada variable en el problema
Rastrigin (ver seccion IV para una descripcion del
problema). Como podemos observar, el algoritmo
converge rapidamente a un optimo local situado en
0,4 en lugar de converger al optimo global situado
en 0,5.

Para resolver este problema, y dado que
nuestro algoritmo es rapido en su convergencia, nos
propusimos evolucionar varias PDFs en paralelo.
Periddicamente, recombinamos las distintas PDFs de
cada variable mediante un operador de cruce
consistente en recoger todas las normales y
distribuirlas aleatoriamente entre las diferentes
PDFs. En este articulo, la experimentacion se realizd
con recombinaciones en el 50%, 66% y 83% de las
evaluaciones totales.
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Figura 3. Combinacién de dos poblaciones

La figura 3 muestra un ejemplo real de su
funcionamiento para el caso de dos poblaciones en

el problema Rastrigin. Podemos observar como en la
PDF de la segunda poblacion, en el cuadrante
superior derecho de la figura 3, la mezcla presenta
alta densidad alrededor del valor 0,6 (6ptimo local).
Si esta PDF continuara evolucionando, existe un alto
riesgo de converger a ese valor. Sin embargo, al
recombinarla con otra PDF cuya densidad si se
centra alrededor de 0,5 (6ptimo global), cuadrante
superior izquierdo de la figura 3, la influencia del
optimo local se diluye en las PDFs descendientes y
se evita derivar a esa region.

G. Aplicacion Secuencial de una Busqueda Local

Por ultimo, empleamos una busqueda local al
final del algoritmo (secuencialmente) para refinar la
mejor solucion encontrada. En nuestro caso, no nos
preocupa que la busqueda local converja
rapidamente a un optimo local dado que con la fase
anterior se logra focalizar la region de busqueda
alrededor de un 6ptimo prometedor. La busqueda
local utilizada es la propuesta por Solis y Wets [12].
En la experimentacion de este articulo aplicamos la
busqueda local durante el ultimo 10% de
evaluaciones.

El comportamiento de esta busqueda local es la
de proyectar la mejor solucion multivariable sobre
cada eje, para entonces buscar en dichas direcciones
valores proximos al actual. Se emplea una densidad
normal cuya desviacion tipica va reduciéndose
conforme se mejoran los resultados, o ampliandose
en caso contrario. Igualmente, se va desplazando la
media en cada eje atendiendo a si se mejora o no la
solucion. Hemos incluido esta busqueda local y no
otra debido a que la filosofia de proyectar en los ejes
y buscar en las direcciones prometedoras coincide
con el algoritmo propuesto, como veremos en el
siguiente apartado.

H. Analisis del Algoritmo

En la figura 4 se representa en pseudo-codigo
la estructura final del algoritmo propuesto. Podemos



Inicializar K (namero de normales en las PDF), O (valor inicial de la desviacion tipica), O ¢ (valor final),
N (numero de soluciones generadas en cada iteracion) y P (nimero de poblaciones)
Sea f () la funcién objetivo (suponemos maximizacién) y n el nimero de variables del problema

k
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6. iter «1
7. Repetir durante el 90% de las evaluaciones
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Para p =1 hasta P
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y(j P _ Muestrear (PDF )
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.k}, j = mejor
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8. Durante el restante 10% de evaluaciones, aplicar la busqueda local de Solis y Wets sobre la mejor solucién encontrada
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Figura 4. Pseudo-codigo del algoritmo propuesto

hacer algunas reflexiones sobre el comportamiento
del algoritmo que ayudaran a comprender mejor su
funcionamiento y cualidades.

El hecho de considerar en cada mezcla de
normales (una PDF por variable) aquellas que han
obtenido la mejor calificacion de la funcién objetivo
provoca que, en realidad, se trabaje siempre con un
conjunto ¢élite de soluciones multivariable. En
efecto, dado que se considera un criterio global
multivariable para mantener las k mejores soluciones
en la PDF de cada variable, todas las normales
provienen de las k mejores soluciones encontradas.

Sin embargo, la eleccion probabilistica de una
densidad de probabilidad concreta se hace
independiente para cada variable. Es decir, no se
escogen las N normales (una por variable)
correspondiente a una de las k mejores soluciones.
Por tanto, nuestro algoritmo considera las k mejores

soluciones exploradas como indicadores de
trayectorias de busqueda, dado que se realiza una
proyeccion por eje de dichas soluciones. De este
modo, la exploracion del espacio continuo se realiza
en direcciones alineadas con los ejes de las
variables, en las zonas en las que se van obteniendo
las mejores soluciones.

Esta simplificacion en la busqueda favorece a
aquellos problemas en los cuales el gradiente quede
alineado a los ejes, mientras que no sera tan efectiva
cuando suceda lo contrario.

III. SEMEJANZAS Y DIFERENCIAS CON OTROS
ALGORITMOS

Nuestro algoritmo presenta una serie de
semejanzas con otras metaheuristicas existentes. A
continuacioén analizamos algunas de ellas.



A. Algoritmos de Estimacidn de Distribuciones

Nuestro algoritmo presenta claras semejanzas a
los EDA [7]. En efecto, podemos considerar nuestro
algoritmo como un EDA en el que se mantiene una
poblacion élite de las mejores soluciones obtenidas
hasta el momento y, en cada iteracion, se realiza una
estimacion de las PDF mediante kernels normales
univariantes. Este proceso simplifica a nuestro
algoritmo evitando la necesidad de emplear otras
técnicas de estimacion de densidades de
probabilidad mas complejas. Existen otros métodos
de uso de estimadores de densidad de probabilidad
basados en kernels [3] o en un modelo de mezcla
adaptativo [4].

El concepto de cruce de PDFs para abordar la
multimodalidad no parece encuadrarse dentro de
esta familia de metaheuristicas.

B. Otros Modelos Probabilisticos

Tanto nuestro algoritmo como el PBIL
Continuo [11] como el algoritmo SHCLVND [10]
utilizan funciones de densidad de probabilidad para
encontrar nuevas soluciones. Sin embargo, el modo
de construir y modificar las PDFs difiere en nuestro
algoritmo del resto.

En el PBIL Continuo y SHCLVND, cada PDF
estd construida por una unica distribucion normal.
Por este motivo, dichos algoritmos no se pueden
adaptar a problemas multimodales ya que la media
de la normal solo puede estar centrada en un 0nico
punto. En nuestro algoritmo, este problema no existe
ya que nuestra PDF esta constituida por un conjunto
de normales que sumadas construyen una PDF
moldeable. De esta forma nos podemos adaptar
perfectamente a la funciéon que estemos resolviendo,
incluso en casos de asimetria o multimodalidad.

El PBIL Continuo y el SHCLVND utilizan las
soluciones generadas para desplazar las PDFs, lo
cual ralentiza el proceso de adaptacion. Sin
embargo, nuestro algoritmo utiliza las soluciones
generadas para formar parte de las PDFs. Esto
presenta una mejor perspectiva ya que en el primer
caso la influencia de las buenas soluciones tiene
caducidad que se pierde después de algunas
iteraciones, mientras que en nuestro  caso
permanecen mientras no se encuentren soluciones
mejores.

Otro de los inconvenientes del PBIL Continuo
viene provocado por el desplazamiento de la
densidad de probabilidad, en la cual se provoca un
acercamiento hacia las soluciones mas prometedoras
y alejamiento de las soluciones peores. Aunque este
criterio pueda tener sentido en optimizacion
combinatoria (que es el origen del algoritmo PBIL),
no se comporta bien en problemas de optimizacion
continua multimodales, donde el 6ptimo global suele
estar rodeado de soluciones mediocres. Asi, al
alejarse de las peores soluciones seguin su funcion de

desplazamiento de la media de la normal, podria
estar alejandose del 6ptimo global.

Nuestro algoritmo coincide con SHCLVND en
el uso de una tunica desviacion tipica global que va
reduciéndose conforme avanza el algoritmo. Sin
embargo, mientras que SHCLVND usa un
enfriamiento  geométrico (producto por una
constante inferior a 1), nuestro proceso de reduccion
de la desviacion tipica distingue entre las fases de
inicializacién, consolidacion y refinamiento, para
una mejor regulacion del equilibrio exploracion-
explotacion.

C. Algoritmos Genéticos
Evolucion

y Estrategias de

Podemos pensar que nuestro algoritmo tiene
algunas similitudes con los AGs. En estos, existe
una poblacion inicial (conjunto de cromosomas) y a
partir de la realizacion de operaciones de seleccion,
cruce y mutacion vamos generando las siguientes
poblaciones.

Podemos considerar a cada una de las normales
de cada PDF como un cromosoma, y a cada PDF
como una poblacion (de esta manera tendriamos una
poblacion para cada variable). La seleccion del AG
corresponderia con la primera parte del muestreo de
la PDF, es decir, cuando escogemos
probabilisticamente en funcion del valor objetivo
una normal de la mezcla que compone la PDF. La
mutacion del AG corresponderia a la segunda parte
del muestreo de la PDF, es decir, cuando generamos
un numero aleatorio procedente de la densidad
normal  escogida. Andlogamente, podriamos
relacionarlo con las Estrategias de Evolucion (1,1)
[1] cuando empleamos una Unica normal por PDF.

En nuestro caso, para algunos problemas
(aquellos con alta probabilidad de caer en o6ptimos
locales) podemos trabajar con varias PDFs por
variable en paralelo sobre las que se hacen
recombinaciones periodicas para intentar salir de los
optimos locales. Esta idea esta muy relacionada con
el operador de cruce de los AG, ya que este operador
recombina dos 0 mas cromosomas para asi obtener
nuevos cromosomas que hereden las propiedades de
los padres. Por tanto, cada una de las PDF de nuestro
algoritmo podria considerarse como un cromosoma,
y cada normal que la constituye un gen del
cromosoma. De esta manera cruzamos varios
cromosomas para que sus descendientes hereden sus
genes y asi formen nuevas PDFs.

En el caso de evolucionar varias PDFs por
variable y emplear recombinacion periddica,
también podriamos considerar nuestro algoritmo
como un algoritmo memético [9]. En efecto, cada
cromosoma seria una PDF y cada uno de estos
cromosomas se optimizaria mediante nuestro
algoritmo de evolucion de PDFs. Tras la
optimizacion, se realiza el cruce del meta-AG con
probabilidad 1 y reemplazo directo.



IV. ANALISIS EMPIRICO

En los dos apartados siguientes presentamos
algunos resultados empiricos; primero analizando las
diferentes componentes de nuestro algoritmo y los
valores de los parametros, y posteriormente
comparando los resultados de nuestra propuesta con
los obtenidos por otros algoritmos.

Los problemas sobre los que hemos realizado
la experimentacion son:

— Sphere: Unimodal y separable
- p
f)=>" % xel[-512, 512]

— Rosenbrock: Unimodal y no separable
— -1
f0 =27 11000, -y + (0 =17]
X, € [-2,048, 2,048]

— Schwefel: Unimodal y no separable

(0= (2 %)

X, € [ 65,536, 65,536]

— Rastrigin: Multimodal y separable
f(X)=10p+ " (X —10cos(27x,))
x, €[~ 5,12, 5,12]

— Ackley: Multimodal y separable

02 ﬁzn:xf lzn:cos(zzzxi)
f(X)=20+e-20e '"7 —e""
X, € [-30, 30]

— Griewangk: Multimodal y separable

p Xiz P X;
1 + Zizl 400 p - Hi:l COS[ﬁJ

X, € [~ 600, 600]

f(X)=

En nuestro algoritmo, hemos fijado el numero
de soluciones muestreadas en cada iteracion a N=20
para toda la experimentacion. Igualmente, fijamos
los valores inicial y final de la desviacion tipica
(00,0¢) segin el problema: (10%10®) en Sphere;
(107,10"* en Rosenbrock; (107,10 en Schwefel;
(107,10 en Rastrigin; (107,10®) en Ackley; y
(107%,10™) en Griewangk.

A. Justificacion del disefio del algoritmo

En esta seccion
experimentalmente dos de las componentes de
nuestro algoritmo: el uso de una mezcla de
densidades normales y el uso de recombinacion de
PDFs. Igualmente, comprobaremos su efecto al
variar el parametro K, que define el nimero de
normales a considerar en la mezcla, y el parametro

justificamos

P, que define el numero de PDFs por variable que
evolucionan en paralelo.

En las tablas 1 y 2 vemos los resultados medios
para 40 ejecuciones obtenidos en dos problemas

distintos, Rosenbrock (unimodal) y Rastrigin
(multimodal), con 25 wvariables y 100.000
evaluaciones.

Como era de esperar, el hecho de introducir
varias normales permite diversificar mas y asi en
problemas donde hay multiples optimos locales,
como por ejemplo en Rastrigin, se pueda adaptar
mejor a las distintas zonas prometedoras. Sin
embargo, en problemas unimodales vemos como hay
que reducir la diversificacion para obtener mejores
soluciones.

Tabla 1. Resultados en Rosenbrock para distintas
combinaciones de los parametros ky P

1 2 3 4 5
1 158e+1 1,60e+l 298e+1 2,58e+1  3,34etl
2,10e+1  2,72e+1  5,05et1  6,29e+1  5,53e+1
10 2,67e+l  290e+1 4,68¢+1 6,43e+1  552e+1
20 2,67etl  399e+1  6,47et1  3,85e+1  4,94e+1
30 4,85etl 4,68¢+1 335et+l  4,58e+1 3,80t

Tabla 2. Resultados en Rastrigin para distintas
combinaciones de los parametros ky P

1 2 3 4 5
1 8,03e+l 6,75e+1  6,74et+l  6,72e+1  6,24e+1
5 283etl 1,3letl 9,03et0 6,87e+0 4,75e+0
10 1,67etl  7,98¢+0 4,53et0 2,64e+0  1,59¢+0
20 1,05e+1  3,73et0  1,19¢+0  3,73e-1  2,24e-1
30 6,17e+0 1,89e+0  3.23e-1  1,74e-1  4,97e-2
Por otro lado, el uso de varias PDFs por

variables que periddicamente se recombinan también
permite favorecer la exploracion en espacios
multimodales, dado que se reduce el riesgo de caer
en Optimos locales. Igualmente, en problemas
multimodales interesara evolucionar varias PDFs en
paralelo mientras que en problemas unimodales
bastara con un unica PDF por variable. Por tanto,
para el resto de la experimentacion fijamos los
parametros de la siguiente forma: k=1 y P=1 en
Sphere, Rosenbrock y Schwefel; y k=30 y P=5 en
Rastrigin, Ackley y Griewangk.

Finalmente, presentamos dos graficas de
convergencia del algoritmo en los problemas
Rosenbrock (figura 4) y Rastrigin (figura 5) donde
se puede observar la mejora paulatina de la solucion
durante el primer 20% de evaluaciones (donde la
desviacion tipica permanece constante), la mejora
significativa durante el 60% restante (donde se
reduce progresivamente la desviacion tipica) y la
ultima fase de optimizacion local en el Gltimo 10%,
donde se mejoran ligeramente los resultados
obtenidos. Nuevamente, las graficas presentan los



Tabla 3. Comparativa frente a AGs y Algoritmos Memeéticos [8] (25 variables y 100.000 evaluaciones)

Rosenbrock

Schwefel

Rastrigin Griewangk

Algoritmo X Mejor X Mejor X Mejor X Mejor X Mejor
CHC 5,8e-031  3,1e-031 | 1,9e+1 1,7e+1 | 2,0e-02 1,5e-03 | 1,6e+01 7,0e+00 | 6,5¢-03  42%
CHC-SW 8,5e-063  3,1e-065 | 1,5¢+1 7,3e+0 | 1,2e-01 1,6e-02 | 4,5¢+01 2,9¢+01 | 3,4e-03 6%
AG-SW 2,9e-120  1,4e-322 | 4,3e+0 2,4e-3 |4,1e-09 1,4e-26 | 7,6e+00  40% | 4,9¢-04 5,6e-16
G3 1,0e-099 7,6e-111 | 8,2e+0 3,4e-5 | 4,6e-02 1,3e-05 | 4,4e+01 2,0e+01 | 1,7e-02  20%
FC 1,5e-006  3,7¢-007 | 2,3e+1 2,le+l |1,1e+02 4,5¢+01| 5,5¢+00 2,2e+00 | 3,5¢-04 2,2e-05
RCMA-XHC | 5,2e-119 1,2e-124 | 1,4e+0 8,6e-7 | 1,2e-10 1,2e-13 | 8,9¢-01 40% | 5,6e-03  58%
PBILc 1,0e-011  5,4e-012 | 2,1e+1 1,8e+1 |1,4e+02 9,8e-01 | 1,0e+01 4,9¢+00 | 4,1e-04 1,6e-08
Evol-PDF 6,2e-025 1,1e-025 | 1,6e+01 9,9¢+0 | 1,1e-10 6,6e-10 | 5,0e-02 1,4e+00 | 1,0e-14 2,6e-15

resultados medios en cada evaluacion para 40
ejecuciones distintas, aplicado sobre 25 variables y
100.000 evaluaciones.
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Figura 4. Gréfica de convergencia en Rosenbrock
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Figura 5. Gréfica de convergencia en Rastrigin

B. Comparativa con otros métodos

Hemos realizado un estudio comparativo de
nuestro algoritmo frente a otros que han demostrado
un buen comportamiento en optimizaciéon continua.
Se incluyen varios AGs con codificacion real
(extraidos de la experimentacién realizada en [8]),

varios EDAs aplicados a optimizacién continua
(extraidos de la experimentacion realizada en [2]) y
el algoritmo PBIL continuo [11].

1) Comparativa con Algoritmos Genéticos con
Codificacion Rea y PBIL Continuo

En esta experimentacion consideramos cada
problema con 25 variables y un nimero maximo de
evaluaciones de 100.000. Hemos realizado 40
ejecuciones distintas en cada problema.

En la tabla 3 podemos ver los resultados de los
experimentos. Nombramos como Evol-PDF al
algoritmo presentado en este trabajo. Para cada
problema se incluyen dos columnas. En la primera
columna se indica la media de la funcion objetivo
para las soluciones obtenidas en las distintas
ejecuciones, mientras que la segunda columna
muestra la mejor solucion encontrada. En el caso de
que se llegue a encontrar el 6ptimo global, en lugar
de mostrar dicho valor, indicaremos el porcentaje de
veces que se ha encontrado el optimo. En negrita
aparece el mejor resultado encontrado en cada
problema.

Como podemos comprobar en la tabla de
resultados, nuestro algoritmo obtiene la mejor media
entre los algoritmos de comparacion considerados en
los problemas Schwefel, Rastrigin y Griewangk. Por
el contrario, Rosenbrock es el problema mas dificil
de resolver para nuestro algoritmo, aunque ain asi
mejoramos a cuatro de los algoritmos de
comparacion (CHC, CHC-SW, FC y PBILc). Quizas
la dificultad de este problema para nuestro algoritmo
sea el hecho de que el gradiente de la funcion no esté
alineado con los ejes de las variables. En el
problema Sphere, aunque la soluciéon obtenida con
nuestro algoritmo no es tan proxima a la mejor
soluciéon encontrada, este caso no es de gran
importancia. Démonos cuenta que este problema es
muy simple ya que es unimodal y separable. Por tal
motivo, este problema no refleja la calidad de los
algoritmos para localizar la zona del optimo, sino
que muestra unicamente si el algoritmo converge
apropiadamente o no.



(10 variables, 301.850 evalu

Tabla 4. Comparativa frente a EDAs [2]

aciones, parada si la dis

tancia al (’)Etimo es menor

Griewangk

Algoritmo Xto Eval Xto Eval Xto Eval Xto Eval
UMDAC 6,7e-06 + 1,3e-06 74164 |8,7e+0+3,8e-2 301850 | 7,9e-6+ 1,2e-6 114944 | 6,2e-2+1,9e-2 301850
MIMIC¢ 7,3e-06 +2,1e-06 74964 |8,7e+0+1,7e-2 301850 | 8,8e-6+9,0e-7 114744 | 7,4e-2+2,9e-2 301850
EGNAgc 2,6e-05+3,7e-05 77162 |8,8e+0+0,2e+0 268067 |52e+0+4,5e+0 229086 | 3,9e-2 +2,4e-2 301850
EGNAgg. 7,2e-06 + 1,8e-06 74764 |8,7e+0+59e-2 164519 | 7,9e-6 + 1,d4e-6 113944 | 7,6e-2+2,9e-2 301850
EGNAgg 7,4e-06 +2,0e-06 73964 |8,7e+0+2,2e-2 301850 | 7,5e-6+1,7e-6 118542 | 5,7e-2+3,8¢e-2 301850
EMNA G opa. | 7-36-06 £2,2¢-06 94354 | 8,7e+0+4,3e-2 289056 | 8,9e-6+69¢e-7 119141 | 5,1e-2+1,7e-2 301850
Evol-PDF 8,7e-13+6,9e-13 90287 |7,7e-1+£9,6e+0 99999 | 1,2e-6+4,1e-7 90447 | 1,8e-4+7,3e-3 90896

Tabla 5. Comparativa frente a EDAs [2]
(50 variables, 301.850 evaluaciones, parada si la distancia al 6ptimo es menor que 1e-6)
Rosenbrock Griewangk

Algoritmo X+o Eval Xto Eval Xto Eval Xto Eval
UMDAC 8,9e-06 + 8,4e-07 211495| 4,9e+1+4,0e-3 301850 | 9,le-6+3,1e-7 296853 | 9,0e-6+9,4e-7 177912
MIMICc 9,9¢-06 £9,6e-07 211695 49e+1 £1,le-2 301850 | 9,6e-6 +3,8e-7 295653 | 9,le-6 £8,8e-7 177912
EGNAgc 1,2e-03 £ 7,7¢-04 263869 | 5,0et+1+£23e+0 301850 | 2,0e-2 £7,5¢-3 288257 | 1,7e-4 £6,8¢-5 250475
EGNAgGe 8,7-06 £ 1,3e-06 204299 | 4,9¢+1+0,1e+0 275663 | 8,7e-6+3,8¢-7 282060 | 8,7e-6+7,7e-7 173514
EGNAgs 8,3e-06 + 1,0e-06 209496| 4,9e+1+1,le-2 301850 |6,8¢+0+0,3et0 301850 | 9,2e-6 +£5,9¢-7 175313
EMNAGopa | 8:36-06 £ 1,4¢-06 247477| 5,0e+1£0,5¢+0 296253 | 9,6e-6 £2,4e-7 291255 | 8,8¢-6 £ 1,0e-6 216292
Evol-PDF 9,8e-13 £ 9,4e-14 181293 | 4,3e+1+£9,9e+1 199999 | 5,6e-7 +3,5e-8 182309 | 3,7e-5+1,5¢e-3 186869

Por otro lado, también podemos comprobar que  maximo de evaluaciones de 100.000 (para 10

nuestro algoritmo se caracteriza por ser robusto
frente a la inicializacion de la secuencia pseudo-
aleatoria. En efecto, en cada problema, el valor
objetivo de la mejor solucion de las distintas
ejecuciones se aproxima mucho a la media obtenida.
Esto hace al algoritmo ser mas fiable con pocas
ejecuciones y tener menos riesgo de caer en Optimos
locales en una ejecucion concreta.

2) Comparativa con Algoritmos de Estimacion
de Distribuciones

En este segundo estudio comparativo frente a
varios EDAs consideramos 10 y 50 variables a
optimizar.

En las tablas 4 y 5 se ven los resultados
obtenidos frente a otros algoritmos EDA.
Presentamos dos columnas para cada problema. En
la primera aparece la media de los valores objetivo
obtenidos y la varianza correspondiente. La segunda
columna indica el nimero medio de evaluaciones
realizadas. En negrita aparece el mejor resultado
encontrado en cada problema.

El criterio de parada de los experimentos es
ejecutar el algoritmo durante 301.850 evaluaciones o
bien hasta que la distancia de la mejor solucion
encontrada a la solucioén dptima sea inferior a 1e-06,
tal como se describe en [2]. Sin embargo, dado que
nuestro algoritmo se caracteriza por obtener buenas
soluciones con rapidez, consideraremos un nimero

variables) y 200.000 (para 50 variables) en nuestro
caso. Nuevamente, hemos realizado 40 ejecuciones
distintas de nuestro algoritmo en cada problema. El
resto de resultados, extraidos de [2], se obtienen a
partir de 10 ejecuciones por algoritmo y problema.

Como podemos observar, en general nuestro
algoritmo obtiene mejores resultados de eficiencia
que el resto. Ademas, hemos de tener en cuenta que
nuestros resultados se obtienen, en general, en
menor niumero de evaluaciones.

V. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Las caracteristicas mas notables del algoritmo
de optimizacion continua propuesto se centran en ser
un algoritmo simple, facilmente implementable y
con calculos sencillos  computacionalmente
economicos. El algoritmo no se encuadra en ningtn
paradigma clasico de metaheuristica, aunque si esta
relacionado con algunos de ellos.

Por su diseflo, parece adaptarse mejor a
problemas donde el gradiente que lleva al dptimo
global esté alineado con los ejes de las variables.
Igualmente, incluye mecanismos eficaces para
abordar problemas altamente multimodales. Los
resultados obtenidos sobre algunos problemas de
referencia parecen prometedores y animan a
continuar la investigacion.



Como trabajo futuro, nos proponemos adaptar
el algoritmo para seguir direcciones de busqueda no
alineadas, mejorando bien el proceso de muestreo de
la PDF o bien el proceso de busqueda local
posterior. Igualmente, se hace necesario incluir
mecanismos de auto-adaptacion de los parametros
mas relevantes para hacer al algoritmo mas
autonomo y robusto frente a problemas
desconocidos.
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