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Capitulo 1

Introducciéon y objetivos de la

memoria

Siempre hay un precio que tienes que pagar.
Todo de golpe o dia a dia lo haras.

Toda mi vida andando en la oscuridad,

sin quererme enterar

de que siempre hay un precio que tienes que pagar.
Enrique Urquijo (1960-1999)

1.1. Introduccién a la restauraciéon y reconstruccion

de imagenes

El campo de la restauracion de imagenes tuvo su origen en la década de 1960 con
el objetivo de obtener versiones mejoradas de las imagenes transmitidas en el marco
de los programas espaciales estadounidenses y soviéticos (|7], [64], [106]). Debido a las
limitaciones de potencia y peso impuestas en las primeras naves espaciales, los equipos
de captacion empleados en estas misiones tenfan una gran cantidad de limitaciones y
producian imagenes degradadas por distintos fenémenos que reducian su calidad. Las
primeras imégenes obtenidas de la Tierra, la Luna o Marte sufrian degradaciones ex-

traordinariamente severas debidas a las vibraciones y al mal alineamiento de los aparatos

1



2 Capitulo 1. Introduccién y objetivos de la memoria

de captacion, al movimiento de la nave, etc., lo que motivo los primeros esfuerzos para
obtener el méximo de informacién posible a partir de estas imagenes, intentando re-
ducir los efectos negativos causados por las degradaciones mencionadas. Para ello se
comenzaron a adaptar algoritmos de procesamiento de senales unidimensionales a estos
datos bidimensionales, dando lugar al drea de investigacion conocida como restauracion

de imégenes digitales.

En sus primeras etapas de desarrollo, el concepto de restauracion de imagenes us-
ando un ordenador se vio obstaculizado por el coste que suponia procesar los millones
de bits de informacién que componen una imagen. Su elevadisimo coste hizo que la
restauracion de iméagenes digitales fuera considerada un verdadero lujo en muchas areas
de aplicacion ([106]). Sin embargo, los algoritmos comenzaron a adaptarse a los cam-
biantes entornos que surgieron en las décadas de 1970 y 1980, y hoy dia podemos generar
restauraciones rapidas y precisas de imagenes degradadas ejecutando programas en un

ordenador personal.

Un factor que influyé enormemente en el cambio en la consideracién de la restau-
racién de imagenes fue el problema hallado en 1990 en el campo de la Astronomia Optica
en el espejo principal del telescopio espacial Hubble, un proyecto que habia costado més
de 2000 millones de dolares. La aberracion esférica se debia a una curvatura errénea del
espejo, producida por un pulido realizado por un instrumento defectuoso (que también
se empled para “comprobar” la correccion del pulido), lo que producia imégenes someti-
das a un fenémeno de emborronamiento. El hecho de que cada minuto de observacion
costara 100000 dolares hizo que los costes asociados a cualquier intento por mejorar la
calidad de las imégenes adquiridas resultaran asequibles, lo que impulso la investigacion
sobre restauracién de imagenes en Astronomia Optica ([58], [106], [119], [151]). En la
figura 1.1 podemos ver una modelizacion generada por el software Tiny TIM ( Telescope
Image Modeling) (|73]), desarrollado por miembros del STScl (Space Telescope Science
Institute), de la funcion de dispersion puntual (psf: point spread function) de la camara

para objetos débiles (FOC: Faint Object Camera) del telescopio.

La restauracion de imégenes digitales es un campo que estudia los métodos emplea-

dos para recuperar una imagen original a partir de unas observaciones degradadas. Es
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Figura 1.1: Emborronamiento de una de las cdmaras del telescopio espacial Hubble modelizado mediante el

software Tiny TIM

un area que se ha investigado en profundidad en el seno de las comunidades astronémi-
ca, optica y de procesamiento de senales desde hace anos. Muchos de los algoritmos
empleados en este area estan basados en campos de las Matematicas como la Teoria
de la Estimacién, la Resolucion de Problemas Inversos, el Algebra Lineal y el Analisis

Numérico.

Las técnicas de restauracion de imégenes estan basadas en la modelizacion de las
degradaciones que afectan a la imagen original, normalmente emborronamiento y ruido,
y a la aplicacion de un procedimiento inverso para obtener una aproximacion de la
imagen original.

La restauracion de imagenes se ha distinguido normalmente de las técnicas de mejo-
ra de imagenes, que pretenden manipular una imagen para producir resultados més
agradables para el observador, sin hacer uso de modelos de degradacion concretos. Las
técnicas de restauracion de imagenes también se diferencian de las técnicas de recon-
struccion, ya que estas tultimas operan sobre un conjunto de proyecciones, en lugar
de hacerlo sobre una imagen observada. No obstante, la restauracion y la reconstruc-
cion comparten el mismo objetivo, esto es, la recuperacion de la imagen original (o,

mejor dicho, de una estimacion de la misma) y terminan resolviendo el mismo proble-
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ma matematico, el de encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales o no

lineales.

El hecho de que la obtencion de los datos (las imagenes) esté sujeta a diferentes
fuentes de error hace que la inversion directa del problema produzca una magnificacion
de los errores. El mal condicionamiento del problema nos lleva a tratar los problemas
de restauracion y reconstruccion mediante métodos de la teoria de estimacion estadis-
tica o mediante el enfoque de la regularizacion. Algunos de los métodos de estimacion
estadisticos mas empleados han sido el de estimacién por méxima verosimilitud, el de
méaxima entropia y el paradigma bayesiano. La estimacion por maxima verosimilitud
busca la maximizacion de la funciéon de verosimilitud. Sin embargo, la naturaleza mal
condicionada de los problemas de restauracion y reconstruccion de imagenes hacen que
este método sea muy sensible al ruido. Para evitar este problema es frecuente detener

los algoritmos iterativos antes de alcanzar el punto de méaxima verosimilitud.

Otro enfoque consiste en la aplicacion de la teoria probabilistica bayesiana para
definir una funcién objetivo a maximizar diferente. El proceso buscara la imagen de
mayor probabilidad a posteriori dados los datos, teniendo en cuenta también la inclusiéon

de una distribuciéon de probabilidad sobre la imagen, conocida como modelo a priori.

Tanto la estimacion por maxima verosimilitud como la regularizaciéon pueden verse
como casos particulares del enfoque bayesiano. En el caso de la maxima verosimilitud,
mediante el empleo de una distribucién plana no informativa como modelo de ima-
gen y en el caso de la regularizacion estableciendo el modelo de imagen elegido como

restriccion del problema de minimizacién que se esta resolviendo.

Se han utilizado diferentes modelos de imagen en la restauracion de imagenes, desta-
cando entre ellos las distribuciones no informativas, como es el caso de la formulacion
bayesiana del conocido método de Richardson-Lucy ([82],[127]), empleado fundamental-
mente dentro de la comunidad astronémica, y sus extensiones ([59], [123]) y los modelos
estadisticos espaciales, que se han usado también en técnicas basadas en regularizacion
([128], [7], [68]).

A lo largo de los anos se ha venido trabajando dentro de la restauracion de imagenes

en muchas areas. Entre ellos destacan: la aplicaciéon de técnicas de restauracion a ima-



1.1. Introduccion a la restauracion y reconstruccién de imagenes 5

genes multibanda, que intenta explotar la informacion complementaria y redundante
existente en los diferentes canales, resultando en un problema que es necesariamente
més complejo, dada su alta dimensionalidad y la necesidad de extraer e intercambiar
informacion entre los canales ([50], [52], [70], [75], [104], [105], [122], [132] ¥ [145]); una
adecuada modelizacion de la informacion de la que se dispone sobre la imagen original,
donde destaca el uso de los Campos Aleatorios de Gauss Markov Compuestos (CGMRF:
Compound Gauss Markov Random Fields) (|55], [61], [98], [99]), que se ajustan mejor al
verdadero comportamiento espacial de las imagenes, que son fundamentalmente suaves,
aunque también presentan cambios bruscos de intensidad en las fronteras de los objetos;
y el desarrollo de algoritmos de calculo de la imagen, entre los que podemos citar las
técnicas de gradiente ([68], [94], [123]), el algoritmo EM (Ezpectation-Mazimization)
(|69], [96]) o técnicas como el Simulated Annealing y sus modificaciones (|18], [36], |55],
[101]).

Ademés de las areas anteriores, como veremos con posterioridad, recientemente se
ha dedicado un importante esfuerzo a la modelizacién de la informacién a priori sobre
la imagen empleando descomposiciones subbanda ([11], [12], [17], [23], [76], [95], [139],
[154]), formulando modelos de imagen y algoritmos de forma que podamos adaptar los
parametros que gobiernan el modelo de imagen a las caracteristicas estructurales de

cada una de las bandas, desarrollando algoritmos de restauraciéon adaptativos.

También se ha desarrollado un notable interés por la combinacion de imagenes de
baja resolucion para obtener imagenes de alta resolucidon. Las iméagenes de baja resolu-
ciéon pueden ser captadas por varios sensores simultaneamente o por un dnico sensor a
lo largo del tiempo ([19], [35], [135]). La caracteristica mas destacada de este problema
es que las iméagenes de baja resoluciéon contienen observaciones diferentes pero rela-
cionadas de la misma escena. Las diferencias entre las diferentes observaciones pueden
ser debidas al desplazamiento entre los sensores o al movimiento de los objetos o del sis-
tema de captacion, lo que requerird una formulaciéon que introduzca el desplazamiento

existente entre las diferentes imagenes observadas de baja resolucion.

Tanto la descomposicion subbanda del modelo de imagen como la reconstruccion

de imégenes de alta resolucion, que seran desarrolladas en temas posteriores, son el
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objetivo de la presente memoria.

1.2. Introduccién a los problemas de restauracion y

reconstruccion tratados en esta memoria

En esta memoria se aplica una interesante y potente formulacion de los problemas
de restauracion de imagenes y reconstruccion de imagenes de alta resoluciéon mediante
su formulacién multicanal.

Al analizar el problema de la restauracion de imagenes, mostraremos que el uso de es-
tructuras matriciales multicanal en el contexto del analisis wavelet conduce a un potente
enfoque de modelizacion de la no estacionaridad de las imagenes. Esta aproximacion
requiere la descomposicién de imagenes en subbandas y, por lo tanto, un tratamiento
eficiente de cada subbanda. Se podria decir que, en este marco de trabajo, cada sub-
banda extraida de la imagen juega el papel de una imagen en la formulaciéon tradicional
de la restauracion de imégenes.

Las fronteras de un objeto contienen una gran parte de su informacion perceptual
(J111]), ya que definen las diferentes regiones de interés, por lo que resulta interesante
orientar los algoritmos de procesamiento de imagenes para que tengan en cuenta estas
fronteras. Puesto que la transformada wavelet se puede ver como una herramienta para
manipular y reflejar el comportamiento de las fronteras de la imagen, esta perspectiva
ha dado lugar a algoritmos de codificacion (|9], [86]), reconstruccion(|71], [129]) y mejora
(87]) de imégenes que son sensibles a la importancia perceptual de las fronteras para
el observador humano.

A la vez que se ha desarrollado el interés por las técnicas basadas en wavelets,
también se ha desarrollado un importante trabajo teérico para describir algoritmos de
estimacion optima de sehales en un marco multicanal, como en [37] y [50]. Estos desar-
rollos tedricos han dado lugar a trabajos en estimacion no estacionaria de pardmetros de
senales, estimacion de movimiento, modelizaciéon de texturas y segmentacion. La teoria
estadistica de procesos estocasticos multiescala puede llevar a una forma optima de ver

el comportamiento del escalado wavelet o de los coeficientes de detalle conforme evolu-
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cionan con la escala. Debemos prestar atencion a esta idea en el desarrollo de nuevos

enfoques de restauracion de imagenes en el dominio wavelet.

Junto a la restauraciéon de imagenes basada en la descomposiciéon wavelet surge tam-
bién una extension de la restauracion que consiste en la combinacion de imagenes de

baja resoluciéon para obtener imagenes de alta resolucion.

Aunque es posible obtener imagenes de alta resolucién directamente a partir de sis-
temas opticos y CCDs (Charge Coupled Devices) de alta precision, es muy frecuente que
las limitaciones de costes y hardware hagan que los sistemas de captacion de imagenes
nos proporcionen diferentes imagenes de baja resolucion. Ademas, existe un limite in-
ferior en cuanto al tamano que puede tener cada CCD, debido a la presencia de ruido
electronico (|2]) y al hecho de que la relacion senal-ruido asociada es proporcional al

tamafno del detector ([140]).

Las iméagenes de baja resolucién son frecuentes en muchas aplicaciones de proce-
samiento de imagenes, como es el caso de la teledeteccion, la videovigilancia o la
astronomia. Por ejemplo, el sistema Optico del telescopio espacial Hubble, la Wide
Field Planetary Camera 2 (WFPC2) estd compuesta por cuatro camaras CCD de
800 x 800 pixeles, una de las cuales, la Planetary Camera (PC), tiene una escala de
0,046” /pixel, mientras que las otras tres, organizadas alrededor de la PC tienen una

escala de 0,0996” /pixel (véase [48] para mas detalles).

En esta memoria vamos a hacer uso del marco general de procesamiento de senales
multicanal en el dominio de las frecuencias desarrollado por Katsaggelos et al. en [70]
y Banham et al. en [10] (una formulaciéon que también fue obtenida posteriormente por
Bose y Boo en [20] para el problema de alta resolucién) para abordar la estimacion de

imégenes en los problemas de restauracion multibanda y alta resolucion.

Esta formulacion nos permite la conversion de cualquier problema de filtrado lineal
espacialmente invariante monocanal en uno multicanal. En la restauracion basada en la
descomposicion wavelet, los canales que vamos a considerar son las subbandas generadas
por la descomposicion wavelet de la imagen. La ventaja que aporta esta formulacion
es que las estructuras matriciales obtenidas poseen propiedades que nos permitiran

desarrollar algoritmos de restauracion basados en modelos de imagen multicanal en el
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dominio de las frecuencias, sin sacrificar las ventajas computacionales que proporciona
la transformada de Fourier, reduciendo ademas la estacionaridad de nuestros modelos.

En el problema de la obtencién de imagenes de alta resolucién a partir de observa-
ciones de baja resolucion, haremos también uso de las matrices por bloques circulantes
de forma que todos los calculos matriciales involucrados en la estimacion de la imagen y
los parametros se puedan realizar en el dominio de Fourier. El enfoque propuesto puede
emplearse para asignar los mismos parametros a todas las imagenes de baja resolucion o
hacerlos dependientes de las imagenes. También demostraremos que los resultados son
extensiones de la estimacion por maxima verosimilitud para problemas de restauracion

monocanal ([109]).

1.3. Objetivos y estructura de la memoria

El esquema de esta memoria sera el siguiente: en el segundo capitulo describiremos el
modelo de formacion de imagenes para los dos problemas que hemos planteado, el de la
restauracion de imégenes y el de la reconstruccion de imagenes de alta resolucion a partir
de observaciones de baja resolucién, distinguiendo entre fuentes de degradacion deter-
minfsticas (emborronamiento) y estocasticas (ruido) y proporcionando métricas que nos
permitan realizar una comparacién objetiva de los resultados obtenidos. Describiremos
también el paradigma bayesiano, en el que se basan los algoritmos de restauracion y
reconstruccion de imagenes propuestos en esta memoria.

En el tercer capitulo estudiaremos el enfoque sugerido por los trabajos de Belge et
al. ([13], [14], [15]), en el que se formula un esquema multiescala adaptativo para la
restauracion de imagenes digitales mediante la formulacion de modelos de imagen basa-
dos en distribuciones gaussianas generalizadas. Presentaremos nuestras aportaciones a
este trabajo, introduciendo modificaciones en el modelo de imagen que nos permitan
obtener mejores restauraciones y proponiendo un algoritmo de restauraciéon multibanda
con estimacion simultanea de los pardmetros.

En el cuarto capitulo presentaremos una aproximacion a la descomposicion multi-

canal de los modelos autorregresivos empleados en la formulacion bayesiana del prob-
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lema de la restauracion de imagenes, desarrollando algoritmos de restauracion en los
que se realizara la estimacion simultanea de los parametros y la imagen basandonos en
el enfoque jerarquico bayesiano. Parte de los resultados expuestos en este capitulo han
sido publicados en [95].

En el capitulo 5 abordaremos el problema de la reconstrucciéon de imégenes de alta
resolucion a partir de observaciones de baja resolucion, analizando también la estimacion
de los parametros desconocidos, para lo que derivaremos un algoritmo para calcular de
forma iterativa su estimaciéon por maxima verosimilitud. Observaremos que podemos
emplear las mismas herramientas que en el problema de la restauracién para realizar
los calculos de forma eficiente y validaremos la metodologia sobre imagenes reales. Los
resultados aportados en este capitulo han sido aceptados para su publicaciéon en IFEE
Transactions on Image Processing (|109]).

Por altimo, extraeremos las conclusiones de esta memoria de investigacion y planteare-
mos futuras lineas de investigacion abiertas a partir del trabajo aqui presentado.

Dos apéndices acompanan a la memoria, describiendo las estructuras matriciales em-
pleadas en el filtrado lineal multicanal y la descomposicién multicanal de senales y op-
eradores de convolucion, en los que se basa el mecanismo de descomposicién multibanda
proporcionado por la transformada wavelet, que nos permitird desarrollar algoritmos
de restauracion eficientes, ya que podremos trabajar simultaneamente en el dominio
wavelet y en el dominio de las frecuencias mediante el uso de la Transformada Rapida
de Fourier. Este mismo marco de trabajo se aplicard al problema de reconstrucciéon
de imagenes de alta resoluciéon para la formulacion del problema y la obtencién de

algoritmos eficientes de reconstruccion y estimacion de los parametros del modelo.
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Capitulo 2

Los problemas de la restauracion y
reconstruccion de imagenes.

Aproximacion bayesiana a su soluciéon

Les miroirs feraient bien de réfléchir un peu plus

avant de renvoyer les images.

Jean Cocteau (1889-1963)

2.1. Introducciéon

En este capitulo vamos a estudiar fundamentalmente el modelo de formacion de imé-
genes, un aspecto fundamental ya que, como hemos destacado en el capitulo anterior, la
restauracion y la reconstruccion de imégenes se caracterizan y distinguen de otras disci-
plinas, como la mejora de imagenes, precisamente por el uso de modelos de formacion,
que describen el proceso que da lugar a la imagen observada a partir de las degrada-
ciones de diferente naturaleza sufridas por la imagen original, la que observariamos
en condiciones de captacion ideales. Una vez analizado el proceso de formacion de las
imégenes observadas describiremos brevemente como el modelo bayesiano procede a la
restauracion o la reconstrucciéon. La descripcion de los modelos de imagenes que utiliza

el modelo bayesiano se hara en cada capitulo y para cada problema abordado.

11
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La estructura del capitulo es la siguiente: estudiaremos las diferentes fuentes de
degradacion que dan lugar al proceso de formacion de imagenes monocanal que seran
descritas en la seccion 2.2. En la seccién 2.3 describiremos el proceso de formacion
de imégenes en problemas de reconstruccion de imagenes de alta resolucion, en el que
se establece la correspondencia entre los pixeles de las imagenes de baja resoluciéon
observadas y los de la imagen de alta resolucién que se captaria en condiciones ideales.
Definiremos también, para este problema, métricas objetivas de la degradacion de las
imagenes y de la mejora de calidad en las restauraciones obtenidas.

Para terminar, en la secciéon 2.4 describiremos el paradigma bayesiano, en el que se

basan todos los métodos desarrollados en esta memoria.

2.2. El modelo de formaciéon en el problema de la

restauracion de imagenes

Para motivar el estudio de los métodos de restauracion de imégenes digitales, es
necesario antes comprender el modo en que las imagenes resultan degradadas. Hay
numerosas situaciones en las que un sistema de captacion de imagenes puede contribuir
a la degradacion de la calidad de las imagenes adquiridas. Estas son en su mayorfa el
resultado de sistemas de enfoque imperfectos, fuentes externas o internas de ruido en
el sistema de captacion y degradaciones introducidas por el medio de captacion.

Debemos recordar que estamos captando una escena tridimensional para obtener
como resultado una imagen bidimensional mediante el sistema de captacion. Puesto
que el sistema de captaciéon nunca es perfecto, se introduciran degradaciones tanto

deterministicas como estocasticas en el proceso.

2.2.1. Degradaciones deterministicas

Las degradaciones deterministicas introducidas en el proceso de captacion de ima-
genes pueden ser muy complejas por distintas razones. Fn primer lugar, el sistema de

captacion 2-D no puede recoger perfectamente todos los fenémenos 3-D que se presen-
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tan en la escena, como puede ser la rotacion de un objeto u otros efectos geométricos.
En segundo lugar, la funcion de transferencia del sistema de captacion puede ser com-
pleja debido a efectos de difracciéon en los sistemas Opticos empleados, defectos del
sistema, turbulencias atmosféricas, o emborronamientos producidos, por ejemplo, por
el movimiento relativo del objeto con respecto al sistema de captacion o el desenfoque
de la camara. Sin embargo, el efecto de estas imperfecciones puede considerarse nor-
malmente como una reducciéon del ancho de banda (o emborronamiento) de la escena
captada. Es mas, la severidad de la reducciéon del ancho de banda puede variar en
funcion de las coordenadas de la imagen (emborronamiento espacialmente variante).

Ademés de todo esto, todo tipo de fenémenos no lineales debidos a la respuesta del
sensor pueden degradar adicionalmente la imagen captada. En algunos casos se pueden
aproximar por una respuesta lineal. Por ejemplo, el comportamiento logaritmico de
un medio fotografico se hace lineal cuando la imagen es de bajo contraste. Si esta
linealizaciéon no es posible, hay dos formas de tratar la no linealidad. La forma mas
elegante mateméaticamente, sin duda, es incorporar la respuesta no lineal al modelo
de formacion de imagenes. Desgraciadamente, un modelo asi da lugar a algoritmos de
restauracion demasiado complejos. Un segundo enfoque, mas practico, supone que se
puede aplicar primero la respuesta inversa del sensor a la imagen observada antes de
realizar ningin procesamiento sobre ella. Aunque este tratamiento de las no linealidades
demuestra no estar falto de defectos, se ha comprobado que da buenos resultados en la
practica.

Segiin la discusion anterior, podemos justificar el restringir la modelizacién del sis-
tema de formacion de imégenes al efecto dominante del emborronamiento. Todo el pro-
ceso se convierte entonces en un sistema lineal caracterizado por una (psf). La imagen

observada viene dada por la siguiente integral bidimensional:

g(x,y) = /_OO /_00 h(z,y;s,t)f(s,t)dsdt. (2.1)

Puesto que tanto la imagen original, f(z,y), como la imagen observada, g(z,y),
representan distribuciones de intensidades reales y sélo toman valores no negativos,

h(z,y;s,t) también debe ser real y no negativa.
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El modelo representado en (2.1) complica el problema de la restauracion de imagenes
debido a que la posibilidad de tener una psf diferente en cada coordenada (s, t) resulta
sumamente onerosa desde el punto de vista computacional. Ademas, es bastante poco
realista suponer que se podria estimar una psf diferente para cada posiciéon de la imagen
debido a la falta de informacién suficiente para el proceso de estimaciéon de la misma.
Por lo tanto, podemos suponer que la psf del proceso de formaciéon de imagenes es

espacialmente invariante, teniendo entonces:

g(z,y) = /Z/Zh(m—s,y—t)f(s,t)dsdt

= /OO /00 h(s,t)f(x — s,y —t)dsdt
h(z,y) * f(z,y), (2.2)

donde * representa el operador de convolucion bidimensional.

Para realizar la restauracién de imagenes digitales necesitaremos el equivalente dis-
creto de (2.2). Para ello, se realiza un muestreo de la imagen sobre un soporte finito,
dando lugar a la siguiente formulacion:

M—-1N-1

g(ivj) = Z Zh(mvn)f@ _mvj - n)? (23)

m=0 n=0
donde M y N son el nimero de filas y columnas de la imagen.
Podemos obtener una notacién méas sencilla realizando la ordenacion lexicografica
por filas de las imagenes y ubicando los elementos resultantes en un vector, lo que da

lugar a:

g = Hf, (2.4)

donde f y g son vectores columna ordenados lexicograficamente de tamano M N x 1.
Si suponemos una convolucion circular en (2.3), la matriz de emborronamiento H (de
tamano M N x M N) tiene estructura circulante por bloques.

La ventaja de tener una convolucion circular en (2.3) es que los autovalores y autovec-
tores de H vienen dados por los coeficientes de la transformada de Fourier discreta de
h(m,n) y las funciones base de Fourier discretas, respectivamente. Por lo tanto, pode-

mos plantear una formulacion alternativa de (2.3) y (2.4) a través del siguiente modelo
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en el dominio de las frecuencias:
G(u,v) = H(u,v)F(u,v), (2.5)

donde empleamos las maytsculas para denotar muestras en el dominio de Fourier y u

y v son las variables frecuenciales horizontal y vertical, respectivamente.

Estudiemos ahora las psf mas cominmente encontradas en los distintos problemas
en los que se aplica la restauracion de imagenes.

Una psf no puede tomar valores arbitrarios. En el modelo de observacion discuti-
do anteriormente hemos concluido que la imagen original y la observada son reales y
no negativas debido a las caracteristicas fisicas del proceso de formaciéon de imagenes
subyacente. En consecuencia, las psf deberan ser también reales y no negativas.

Ademés de ello, debemos tener en cuenta que las imperfecciones de un sistema de
captacion de imégenes actiian normalmente como operaciones pasivas sobre los datos,
es decir, no absorben ni generan energia. En consecuencia, toda la energia que surge de

un punto de la imagen original deberia preservarse, dando lugar a la siguiente condicion:

/ / h(s, t)dsdt = 1,0, (2.6)

lo que en el &mbito discreto se traduce en

M-1N-1

Z Z h(m,n) = 1,0. (2.7)

m=0 n=0

2.2.1.1. Emborronamiento por movimiento lineal

Se pueden distinguir muchos tipos de emborronamiento por movimiento debidos al
movimiento relativo entre el dispositivo de captacion y el objeto. Este movimiento puede
ser en forma de traslacion, rotacién o por un repentino cambio de escala, o cualquier
combinacion de estas causas. Aqui s6lo vamos a estudiar el caso de la traslacion.

Cuando el objeto se traslada a velocidad constante, V, bajo un angulo dado, ¢

durante el intervalo de exposicion [0,T], la distorsion es unidimensional. Denotando por
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Figura2.1: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento por movimiento lineal de 9 pixeles. (c) Im-

agen emborronada.

L = VT la “longitud del movimiento”, la psf viene dada por ([74]):

sii24+j2<L/2yi/j=—tan¢

en otro caso

1

_— i L’

h(i, j; L, ¢) = (2.8)
0,

En este caso, la psf es espacialmente invariante, aunque también se puede dar el

caso en que solo una parte de la imagen (tipicamente un unico objeto de la escena) esté

sometida al movimiento de traslacion, en cuyo caso la distorsion general serd obviamente

espacialmente variante.

2.2.1.2. Emborronamiento por desenfoque uniforme

Cuando una escena tridimensional es captada mediante una cdmara en un plano
bidimensional, algunas partes de la escena se encuentran en el foco, mientras que otras
pueden no encontrarse en él. Si la apertura de la cAmara es circular, la imagen cor-
respondiente a cualquier fuente puntual serd un pequeno disco denominado circulo de
confusion. El grado de desenfoque (didmetro del circulo de confusion) dependera de la
longitud focal, de la apertura de la lente y de la distancia entre la cAmara y el objeto.

Si el grado de desenfoque es grande en relacion a las longitudes de onda consideradas,
se puede emplear una aproximacion geométrica que da lugar a una distribuciéon de

intensidad uniforme dentro del circulo de confusion. La psf de este emborronamiento
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(b)

-

c)

(

Figura 2.2: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento por desenfoque uniforme de radio 5 pixe-

les. (c) Imagen emborronada.

por desenfoque uniforme con radio R viene dada por ([74]):

=, sl /i2+ 2 <R

0, en otro caso

h(i,j; R) =

2.2.1.3. Emborronamiento uniforme bidimensional

Esta es una forma severa de degradacién por emborronamiento que aproxima el
emborronamiento por desenfoque y se emplea en un gran nimero de simulaciones. Su
expresion es ([8]):

si —

Nl

<1,) <

Nl

1
h(i,j) = g (2.10)

en otro caso

2.2.1.4. Emborronamiento por turbulencia atmosférica

El emborronamiento atmosférico se produce en teledeteccion y astronomia debido
al cambio en las condiciones de refraccion de la atmosfera terrestre. Debido a que
el emborronamiento producido depende de multiples factores como la temperatura,
el tiempo de exposiciéon o las condiciones meteorologicas, no podemos conocer una

expresion analitica exacta que describa la forma de la psf ([107]). Sin embargo, estudios
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(b)

Figura 2.3: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento uniforme de 11 X 11 pixeles. (c) Imagen

. m
(b) )

(c

o

i
(c)

emborronada.

Figura2.4: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento por turbulencia atmosférica con i = 3,9

y ﬁ = 3. (c) Imagen emborronada.



2.2. El modelo de formacion en el problema de la restauracion de imagenes 19

(b) (c)

Figura 2.5: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento gaussiano con ¢ = 3. (c) Imagen em-

borronada.

previos ([28], [108]) han sugerido una aproximacion radialmente simétrica de la forma:

TR? P2 -p
h(r) = ﬁ ~ [1 + (E> } , (2.11)

donde 7 es la distancia de la fuente al pixel receptor, R ~ 3,5y 3 ~ 3. Estos pardmetros
se pueden estimar a partir de fuentes puntuales (estrellas) que contenga la imagen ([94]).

2.2.1.5. Emborronamiento gaussiano

Algunas fuentes ([8], [74]) aproximan el emborronamiento por turbulencia atmosféri-

ca mediante una funcién gaussiana:
2'2 +]2
h(i,7) =C — . 2.12
i.d) = Con {2021 (2.12)

Esta aproximacion se puede emplear para exposiciones prolongadas, algo frecuente

en observaciones astronémicas. C' es una constante de normalizacién para asegurar que
el emborronamiento tiene volumen unidad y o determinard la severidad del embor-

ronamiento.

2.2.1.6. Emborronamiento por dispersiéon

Las imagenes de rayos X muestran la distinta cantidad de radiacion absorbida por

el objeto que esté siendo irradiado. Sin embargo, parte de la emision también resulta
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(b) (c)

Figura 2.6: (a) Imagen cameraman original. (b) Emborronamiento por dispersién con ﬁ = 3. (c) Imagen

emborronada.

dispersada de su camino de incidencia, dando lugar a una distribucién de radiacién
alrededor de un punto. Hay muchos factores que intervienen en la psf resultante de esta
dispersion, aunque para los rangos de energia empleados en diagnéstico médico ésta se

puede describir como (|74]):

1
(B2 + (2 + 52))**

h(i,j) = (2.13)

donde [ determina la severidad del emborronamiento.

2.2.2. Degradaciones estocasticas

Ademaés de las distorsiones deterministicas descritas en la secciéon anterior, las ima-
genes captadas resultan afectadas por degradaciones estocésticas, normalmente denom-
inadas ruido de observacion. Este puede originarse por el medio de transmision, el
proceso de captacién, la cuantificacién de los datos, o por cualquier combinaciéon de
estos fenémenos.

En esta memoria vamos a modelizar el ruido como un proceso gaussiano blanco
aditivo de media cero con varianza o2, que esta estadisticamente incorrelado con las
imégenes.

IINN(O,U?L[MN), (2.14)
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f fa A g

original emborronamiento ruido observada

Figura 2.7: Modelo de formacion de imagenes

donde I/ es la matriz identidad de tamano M N x M N.

Esto supone una simplificacion, ya que algunos tipos de ruido no estan incorrelados
con la entrada e incluso pueden ser no aditivos. Sin embargo, esta simplificacion conduce
a métodos de restauracion que se pueden aplicar a un amplio grupo de problemas.

Si notamos la contribucion del ruido como n(7,7), n 6 N(u,v), segin sigamos cada
una de las representaciones consideradas anteriormente, esto es, espacial, matricial o

frecuencial, el modelo de formacion de imagenes definitivo sera:

M-

2

h (i —m,j—mn)f(i,j) +n(ij), (2.15)

I
o

m=0 n

que también podemos expresar como:
g = Hf +n, (2.16)

en forma matricial y

G(u,v) = H(u,v)F(u,v) + N(u,v), (2.17)
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en el dominio de las frecuencias. Podemos ver una representacion grafica de este modelo

en la figura 2.7.

2.2.3. Medida de la degradaciéon

A las versiones emborronadas de las figuras 2.1 a 2.6 se les ha anadido ruido gaussiano
para lograr una relacion senal-ruido (SNR: Signal-to-Noise Ratio) de 30dB. Esta medida

se define en funcion de la varianza del ruido aditivo, o2, de la siguiente forma:

SNR = 10 - log,, { # Zm,n[g(m, n) —g(m,n)? } |

= (2.18)
donde ¢ es la imagen degradada de acuerdo al modelo descrito en (2.15), (2.16) y
(2.17), de tamano M x N,y g(m,n) = E{g}. Los efectos del ruido sobre las imagenes

emborronadas se pueden observar en la figura 2.8.

2.3. El modelo de formaciéon en la reconstruccion de

imagenes de alta resoluciéon

Consideremos un grupo de L; X L sensores (un sensor es, por ejemplo, una camara
CCD), donde cada sensor tiene N; x Ny pixeles y el tamano de cada elemento de
captacion es 1) x 1. Nuestro objetivo es reconstruir una imagen de alta resoluciéon
de tamano M; x M,, donde My = L; x Ny y My = Ly X Ny, a partir de Ly X Lo
imagenes observadas de baja resolucion. La figura 2.9 muestra una descripcion visual
de la formulacion del problema para el caso en que Ly = Ly =2y Ny = Ny = 4.

Para mantener la proporcion de la imagen reconstruida, consideraremos el caso en
el que L; = Ly = L. Por simplicidad también supondremos que L es un niimero par.
Cada imagen observada es una version desplazada y submuestreada de la imagen de
alta resolucion.

En el caso ideal, los sensores de baja resolucion estan desplazados unos con respecto
a otros en un valor proporcional a (77/L) x (Ty/L) (obsérvese que si los sensores estén

desplazados en valores proporcionales a T} x T5, el problema de reconstruccion de la
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(f) (8)

Figura 2.8: (a) Imagen cameraman original. (b)-(g) Versién degradada con ruido gaussiano aditivo y em-
borronamiento por (b) movimiento, (c¢) desenfoque, (d) uniforme, (e) atmosférico, (f) gaussiano,

(g) dispersion.
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Figura 2.9: Correspondencia entre pixeles de alta y baja resolucion.

imagen de alta resolucion es singular). Sin embargo, en la practica puede haber pequenas
perturbaciones alrededor de estas posiciones ideales (véase [133| para una formulacion
sin perturbaciones). Por lo tanto, los desplazamientos horizontal y vertical df; ;o y djy ;,
del [ly, [2]—ésimo sensor con respecto al [0, 0]—ésimo sensor de referencia vienen dados

por (véase la figura. 2.9)
. I, . P

donde €]} 1o ¥ 6?1712 denotan, respectivamente, los errores de desplazamiento horizontal
y vertical. Supondremos que |ef} ;| < 1/2y |€} ;] < 1/2 con €5, = €5y = 0. El de-
splazamiento horizontal y vertical puede suponerse conocido, (véase [20], [113] para
mas detalles). En [142|, [143] y [144] se presenta una aproximacion en la que los de-
splazamientos se suponen desconocidos y se estiman simultdéneamente con la imagen de

alta resolucion.

2.3.1. Modelo para obtener las imagenes observadas de baja

resolucion

El proceso para obtener g j2, la imagen (N; x Ny) x 1 de baja resolucion observada

por el (I1,12)-ésimo sensor, a partir de f, la imagen (M; x M) x 1 de alta resolucion,
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puede modelizarse como sigue (véase la figura 2.9 para la correspondencia entre los
pixeles de las imagenes de alta y baja resolucion).

Sea Hyj ;o una matriz (M; x M) x (M x My) de integracion que representa el modo
en que un conjunto de pixeles de la imagen de alta resoluciéon afecta a cada pixel de
baja resolucion. Hyy ;o puede tener diferentes formas: en [20] y [113], Hjy 2 estd asociada

a la funcion de emborronamiento

hll,ZQ(xa y) = hlll(x)hz?Q(y)a (2-20)
con

b-d) =
1 L

(w) =3 * ul < 3 , (2.21)
Lltd) u=1=
L \2 l 2
0 en otro caso

\

donde [ € {0,...L —1} ei=1,2; en [126] h} tiene la forma

. 1 =—(L-1),...,0
=4 " " (£=1) : (2.22)
0 en otro caso

obsérvese que en este caso, hj; = h}, Vi e, = 0, los errores de desplazamiento normal-
izados horizontal y vertical de (2.19) verifican que €, = ¢/;;y = 0, y Hypo = H,
VIL12=0,...  L—1.

Sean D;; v Dy las matrices de submuestreo unidimensionales definidas como
Dll = IN1 (%9 ef, (223)
D, = Iy, ® €], (2.24)
donde Iy, es la matriz identidad de tamano N; x N;, e; es el vector unidad de tamano
L x 1 cuyo elemento distinto de cero se encuentra en la [—ésima posicion, ® denota el
operador del producto de Kronecker y ¢, el operador de trasposicion.

Entonces, para cada sensor, la imagen observada discreta de baja resolucion, g

puede escribirse como

g2 = Do poHpef + v
= Wy of + v, (2.25)
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donde Wy ;o denota la matriz (N; x Ny) x (M; x M),
Wit = D1 eHi o, (2.26)

Dj12 = Dy @ Dy, (2.27)

denota la matriz (N; x Ny) x (M; x Ms) bidimensional de submuestreo y vy o se
modeliza como ruido blanco independiente con varianza 51_1112- Denotaremos por g la

suma de las im4genes de baja resoluciéon supermuestreadas, es decir,

L-1L-1

g=>_ > Dl gu. (2.28)

u=0 v=0
Dado un vector columna (M; x M) x 1, u, denotaremos por w;; j2 el vector columna
(N7 x N3) x 1 dado por
w2 = Dy pu (2.29)

Es importante observar la correspondencia existente entre este modelo de formaciéon
y el descrito en la seccion 2.2. Obsérvese que aqui Hjj ;o juega el mismo papel que H
en la ecuacion (2.16), de la misma forma que podemos ver la equivalencia entre vy ;o y
n en las ecuaciones (2.25) y (2.16), respectivamente.

Aunque en esta memoria sélo estamos considerando el emborronamiento producido
por la integracion de los pixeles de alta resolucion para formar cada pixel de baja res-
olucién, se pueden considerar modelos més generales en los que se tiene en cuenta el

emborronamiento producido por el sensor (|40], |79], [91], [148]).

Las figuras 2.10 y 2.11 ilustran el proceso de degradacion que hemos descrito en esta
seccion. La figura 2.10 muestra la imagen original 256 x 256 de alta resoluciéon empleada
y en la figura 2.11 se incluyen las dieciséis imégenes de baja resolucion 64 x 64 obtenidas
mediante la aplicacion del proceso de degradacion descrito en la ecuacion (2.25) con la
funcion de emborronamiento definida en (2.22), L1=L2=4 y anadiendo ruido gaussiano
con la misma varianza, esto es, 51_1,112 = 371 = 1,44, VI1,12, a cada una de las imagenes
de baja resoluciéon, obteniendo asi una SNR de aproximadamente 30dB.

El modelo descrito en esta secciéon contempla también la posibilidad de que cada una

de las imagenes observadas de baja resolucion se vea afectada por ruido con diferentes
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Figura 2.10: Imagen original 256 X 256 de alta resolucion.

varianzas. En la figura 2.13 se muestran las imagenes de baja resolucion obtenidas
mediante emborronamiento y submuestreo de la imagen original 256 x 256 de la figura
2.12 siguiendo el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior, pero anadiendo a
cada una de las imagenes 64 x 64 de baja resoluciéon ruido gaussiano con diferentes
varianzas para obtener SNRs de 20, 30 6 40dB. Las varianzas empleadas se muestran

en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: SNRs y varianzas del ruido para las imagenes de baja resolucién de la figura 2.13.

SNR / fBihs 0 1 2 3
0 20dB / 38.94 | 30dB / 4.00 | 40dB / 0.39 | 20dB / 40.63
1 30dB / 3.90 | 20dB / 38.72 | 40dB / 0.39 | 30dB / 3.86
2 40dB / 0.39 | 20dB / 41.03 | 30dB / 3.88 | 40dB / 0.40
3 20dB / 39.73 | 40dB / 0.39 | 30dB / 3.93 | 20dB / 39.20
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Figura 2.11: Imégenes de baja resolucion 64 X 64 observadas segin el modelo de degradacién descrito a

partir de la imagen original de la figura 2.10.
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Figura 2.12: Imagen original 256 X 256 de alta resolucion.

2.3.2. Medida de la calidad de las restauraciones y reconstruc-
ciones

Con el objeto de comprobar objetivamente la calidad de los resultados obtenidos por
los algoritmos de restauracion y reconstruccion presentados en esta memoria usaremos
la mejora en la relacion sefial-ruido (ISNR: Improvement in Signal-to-Noise Ratio). Esta

métrica viene dada por:

(2.30)

ISNR = 10 - log,, { Lmald (m 1) = g(m, Ll } ,

Zm,n[f(m7 n) - f(m7 TL)P

donde f(m,n), g(m,n) son, respectivamente, los valores de intensidad de las imagenes
original y degradada en la posicion (m,n) y f(m,n) es el correspondiente valor restaura-
do. En el problema de la reconstruccion de imagenes de alta resoluciéon hay que observar
que hemos notado por g la suma de las imagenes de baja resolucion supermuestreadas,
tal como se ha definido en la ecuacion (2.28).

Es importante destacar que, aunque las métricas de error cuadratico medio no siem-
pre reflejan las propiedades del sistema visual humano, si sirven para proporcionar un
sistema objetivo con el que poder comparar los resultados obtenidos por las diferentes
técnicas. Sin embargo, en todos los ejemplos que presentaremos, serd importante con-

siderar el comportamiento de los distintos algoritmos desde el punto de vista de la
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Figura 2.13: Imégenes de baja resolucion 64 X 64 observadas segin el modelo de degradacién descrito a

partir de la imagen original de la figura 2.12.
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preservacion de fronteras, lo que puede ser un indicador clave de la mejora de calidad

en las comparaciones subjetivas de los distintos algoritmos presentados.

2.4. El paradigma jerarquico bayesiano

El paradigma bayesiano jerarquico ha venido empleandose en muchas areas rela-
cionadas con el andlisis de imagenes. Algunos ejemplos son la construccién de arboles
de clasificacion ([25]), la construccion ([26], [39]) o el refinamiento de redes de prob-
abilidad (|137]) y las redes neuronales con propagacion hacia atras ([27], [85]). Este
paradigma también se ha aplicado a problemas de interpolacion ([57], [84]), reconstruc-
cion de imagenes tomograficas ([78], [80], [81]), reconstruccion de imagenes comprimidas
(|88], [89]) v a problemas de restauracion ([93], [96]), incluso cuando el emborronamiento
presente en la imagen so6lo era parcialmente conocido (|49]).

La modelizacion bayesiana de un problema se basa en una aproximacion estadistica
y esta relacionado con la teoria de la decisién en presencia de conocimiento estadistico
que pueda arrojar luz sobre algunas incertidumbres involucradas en los problemas de
decision. La estadistica clésica se dirige hacia el uso de la informacion proveniente
de los datos obtenidos de investigacion estadistica para hacer inferencias sobre datos
desconocidos. La teorfa de la decision, por otra parte, intenta combinar la informaciéon
de los datos con otros aspectos relevantes del problema para tomar decisiones mejores.
Otro punto de vista del mismo problema, desde la teoria de la regularizacion, se puede
estudiar en [62], [63], [67] ¥ [96]. En [64] se recogen también otros enfoques.

El enfoque conocido como Inferencia Bayesiana se puede distinguir de otros enfoques
estadisticos por el uso de informaciéon a priori sobre las imégenes que estamos tratando.
Esta informacién a priori suele contener informaciéon espacial sobre la distribucion de
las intensidades de luz de los objetos de la imagen. Este enfoque ha tenido una amplia
aplicacion en el campo de la restauracion de imagenes en Astronomia (véanse, por ejem-
plo, [1], [94], [98], [102], [103] y [108], y las referencias alli citadas), donde las imagenes
se consideran compuestas de fuentes puntuales (estrellas) y objetos cuya luminosidad

varia suavemente (planetas y galaxias), aunque ha demostrado su efectividad en otras
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aplicaciones de la restauracion de imagenes (véanse, por ejemplo, [90], [100] y [104]).

2.4.1. Descripcion del paradigma bayesiano

Al seguir el paradigma bayesiano, distinguiremos entre f, la “verdadera” imagen, la
que se habria observado bajo condiciones de captacion ideales, y g, la imagen observada,
ya descritas en las secciones 2.2 y 2.3 para los dos problemas que estamos considerando

en esta memoria.

El objetivo es reconstruir f, la imagen original, a partir de g, la imagen observada.
Los métodos bayesianos parten de una distribucién a priori, una distribucion de prob-
abilidad sobre las imagenes, p(f|«). En esta distribucion a priori es donde se incorpora
informacion sobre la estructura esperada en una imagen. También resulta necesario es-
pecificar p(glf, 3), la distribucién de probabilidad de las imagenes observadas, g, si f
fuera la “verdadera” imagen. Tanto la distribucién a priori como la condicionada de-
penden de una serie de parametros, a 'y /3, o vectores de hiperparametros (en cuyo caso

los notaremos « y ﬁ), que habra que fijar o estimar a partir de los datos.

El paradigma jerarquico bayesiano combina la informacion proveniente de los datos
de la imagen observada por el sistema de captacion con la informaciéon a priori para
construir la distribucién a posteriori de f dada g, p(f|g, «, ), a partir de la cual se

toman decisiones y se desarrollan inferencias.

El paradigma jeradrquico bayesiano aplicado al ambito de la restauracion y la recon-
struccion de imégenes digitales tiene, al menos, dos fases. En la primera, se emplea el
conocimiento sobre las caracteristicas del ruido y sobre el comportamiento estructural
de la imagen estimada para formar p(g|f, 3) v p(f|a), respectivamente. En la segunda
fase, el paradigma jerarquico bayesiano establece una distribucién a priori sobre los
parametros desconocidos, p(«) y p(f3), donde se incluye nuestro conocimiento subje-
tivo sobre el posible valor de esos parametros. Cuando se usa este paradigma, a los

parametros desconocidos se les suele denominar hiperpardmetros.

Aunque a veces es posible conocer relaciones entre los hiperparametros, el modelo
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que estudiaremos en esta memoria usa una probabilidad global definida como

pla, 8,f,8) = p(a)p(B)p(fla)p(glf, B).

2.4.2. Soluciones al problema de la restauracién

Una vez que se definen los elementos necesarios para realizar el anélisis basado en
el paradigma jerarquico bayesiano p(«, 3, f,g), podemos realizar este analisis de dos
formas diferentes. Una de ellas es la denominada anélisis basado en la moda a posteriori
(MAP) y la otra, el analisis basado en la evidencia. Estudiemos estos dos enfoque con

detalle.

2.4.2.1. Analisis basado en la moda a posteriori

Este analisis, sugerido en [27], [93], [141] y [152], realiza la estimacion de la imagen y
los hiperparametros de forma simultanea integrando p(«, (3, f, g) sobre los hiperparamet-
ros, a v [3, para obtener la verdadera verosimilitud y maximizando esta verosimilitud
en f. El proceso de estimacion de la imagen, f, y de los hiperparametros, a y 3, es como

se describe a continuacion:

= Estimacion de la imagen:
f = arg méxp(f, g) = arg mfétX/ /p(oz,ﬁ, f,g)dadp.
aJp
» Estimacion de los hiperparametros:
6,3 = argmax p(o, If, g)
Notese que el analisis basado en el MAP no se preocupa realmente de la estimacion

de los hiperparametros « y  y el primer paso del proceso puede entenderse realmente

como un paso intermedio necesario para el calculo de f.
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2.4.2.2. Analisis basado en la evidencia

En este enfoque se integra p(«, 3, f, g) en f para obtener la evidencia p(«a, 3|g), que se
maximiza sobre los hiperparametros. La estimacion de la imagen se obtiene empleando

los hiperpardmetros estimados. El proceso de estimacion es ahora el siguiente:

» Estimacién de los hiperparametros:

a, [ = arg m%xp(a, Blg) = arg m%X/p(a, B.f,g)df.
[e] @, f

)

= Restauracion de la imagen:

f@8) — arg mfémxp(ﬂg, a, B)

Es interesante observar que si usamos distribuciones impropias para los hiperparamet-
ros, el primer paso de estimacion de parametros equivale a seleccionar & y B como las
estimaciones por maxima verosimilitud de a y (§ a partir de p(g|a, ().

En [96], Molina et al. realizan un estudio en profundidad comparando ambos enfo-
ques, en el que se concluye que el andlisis basado en la evidencia proporciona mejores
resultados que el analisis basado en la moda a posteriori en problemas de restauracion
de imagenes. Por este motivo, en esta memoria seguiremos el analisis basado en la

evidencia.



Capitulo 3

Restauracion de imagenes basada en
wavelets usando modelos de

Gauss-Markov Generalizados

Le diré el problema que plantea el poder cientifico que estan uti-
lizando aqui: no les cost6 ninguna disciplina adquirirlo. Leyeron lo
que hicieron otros y dieron el paso siguiente. No adquirieron ese
conocimiento, asi que no asumen ninguna responsabilidad por el-
lo. Se alzaron sobre los hombros de genios para conseguir algo lo
antes posible y sin saber siquiera lo que tenian. No lo patentaron, lo

envolvieron, lo metieron en una caja, jy ahora lo estan vendiendo!

Dr. Malcolm, en Jurassic Park, de Steven Spielberg

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar el uso de los Campos Aleatorios de Gauss-Markov
Generalizados como modelo a priori de las subbandas de las imagenes en problemas de
restauraciéon de imagenes digitales.

Este modelo nos llevara a una descomposicion subbanda de la imagen y abordaremos
la estimacion de la imagen y de los parametros. Para ello utilizaremos el modelo de

imagen GGMRF subbanda empleado inicialmente por Belge et al. en [14] y [15] en un

35
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intento por desarrollar un esquema de regularizacién con preservacion de fronteras para
problemas de restauracion de imagenes digitales. El equivalente modelo monocanal fue
propuesto por Bouman et al. en [22] para problemas de reconstruccion de imégenes

SPECT.

El objetivo en la descomposicion subbanda es poder adaptar los parametros del
modelo a las caracteristicas estructurales locales de la imagen subyacente al problema,
incluyendo la posibilidad de modificar las caracteristicas de orientacion y escala de la

imagen a estimar manteniendo a la vez la preservacion de fronteras del regularizador.

Con esta intencion, los autores proponen un modelo de imagen multiescala en el
que los coeficientes de las diferentes bandas de la transformada wavelet de la imagen
se consideran independientemente distribuidos de acuerdo a distribuciones gaussianas
generalizadas, permitiendo establecer los hiperparametros de la distribucién de cada
banda de acuerdo a la escala y orientacion de las diferentes bandas de la transformada
wavelet de la imagen. El motivo por el que se propone este modelo se basa en el hecho
de que trabajos anteriores (véase, por ejemplo, [4]) sugieren que estos modelos, cuyas
colas tienen un mayor peso que en el caso de la distribucién gaussiana, proporcionan
una mejor descripcion de la distribucion estadistica de los coeficientes wavelet.

En este capitulo analizaremos cémo la estructura descrita en el capitulo anterior
puede aplicarse tanto a la obtencion de la restauracion de la imagen como a la estimacion
de los parametros del modelo.

Podemos encontrar en la literatura muchos tipos de algoritmos de restauracion de
imagenes espacialmente variantes. Algunos de ellos son los que incorporan las propiedades
del sistema visual humano ([3], [65], [66]), los algoritmos recursivos basados en el filtro
de Kalman ([125], [153]) v los basados en modelos de Campos Aleatorios de Gauss
Markov Compuestos (|36], [55], [61], [90], [98], [101]).

En los ultimos anos se ha producido un gran desarrollo en el uso de enfoques multi-
escala y multicanal para el procesamiento de imagenes, en parte motivado por la enorme
actividad originada en el campo de los wavelets (véanse [4], [38], [41], [42], [72], [92],
[149], por citar solo algunas de las referencias mas destacadas).

Las fronteras de una imagen proporcionan una parte importante de la informacion
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perceptual, por lo que muchos algoritmos de procesamiento de imagenes prestan espe-
cial atencion a éstas. En este sentido, podemos ver la transformada wavelet como una
herramienta apropiada para manipular e interpretar el comportamiento de las fron-
teras en una imagen. Esta perspectiva ha conducido a algoritmos de codificacion ([87]),
mejora (|86], [136], [155]) y reconstruccion de imégenes a partir de proyecciones ([43],
[120]).

En esta misma linea también se han desarrollado algoritmos de estimaciéon plantea-
dos desde una perspectiva multiescala o multicanal en campos como la estimacion de

movimiento ([29], [83]), modelizacion de texturas ([124]) o la fusion de datos ([121]).

Una de las primeras aportaciones en restauraciéon a nivel subbanda se propone en
[154], donde se aplica el filtro de Wiener independientemente a cada banda, demostrando
que el enfoque subbanda es plenamente viable. Otros trabajos han hecho uso de wavelets
biortogonales ([23]). También se han realizado diferentes trabajos sobre el uso de los
coeficientes wavelet en la restauracion y eliminacion de ruido en imégenes. Por ejemplo,
en [138] se realiza la estimacion MAP de los coeficientes wavelet de una imagen ruidosa
para obtener una version més suave de la misma. La idea de la reduccion de coeficientes
wavelet se ha aplicado al residuo de cada paso del algoritmo de Richardson-Lucy en

[139] v, como paso previo a la deconvolucion iterativa, en [138].

Desde la publicacion en [70] de un marco de trabajo en el que se desarrolla una
formulacion matricial de la descomposiciéon subbanda basada en wavelets que permite
la conversion de cualquier problema de filtrado lineal espacialmente invariante en uno
multicanal sin sacrificar las ventajas computacionales que aporta trabajar en el dominio
de las frecuencias, han aparecido diferentes trabajos que reformulan algoritmos clasicos
monocanal de manera que sean adaptativos ([11], [12], [17], [76]), o para formular nuevos
modelos de imagen que tienen en cuenta las diferentes caracteristicas de las bandas

generadas al descomponer la imagen mediante la transformada wavelet ([14], [77], [150])

En esta memoria nos basaremos en este marco de trabajo para abordar el problema de
la restauracion de imagenes desde una perspectiva multibanda. El objetivo es obtener
modelos de imagen y algoritmos de forma que podamos adaptar los parametros que

gobiernan el modelo de imagen a las caracteristicas estructurales de cada una de las
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Figura 3.1: Diagrama de la descomposicion wavelet de una imagen en cuatro canales.

bandas, desarrollando algoritmos de restauracion adaptativos, todo ello sin sacrificar

las ventajas computacionales que supone trabajar en el dominio de las frecuencias.

3.2. Representacion wavelet del problema

Utilizaremos la transformada wavelet de imagenes mediante una representacion sep-
arable, realizando esta descomposicion por medio del filtrado unidimensional de las filas
y las columnas de las imagenes a descomponer, como se muestra de modo grafico en la
figura 3.1.

Un nivel de la descomposicion wavelet va a generar cuatro subimégenes de tamano
M/2x N/2, £, u,v € {I,h}. £, hara referencia a los coeficientes de escalado del primer
nivel de la transformada wavelet de la imagen. Por su parte, f‘lh, fhl y fhh corresponden a
los coeficientes wavelet correspondientes a las direcciones horizontal, vertical y diagonal,
respectivamente. La figura 3.2 ilustra también el proceso de descomposicion aplicado a
una imagen.

Como es sabido, podemos obtener una descomposicién wavelet multinivel en 4
canales de la imagen, donde 7 indica el niimero de niveles, aplicando un nivel del esque-

ma de descomposicion wavelet descrito anteriormente a los coeficientes de las diferentes
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Figura 3.2: Descomposicion wavelet de una imagen.

bandas obtenidas en el primer nivel de la transformada wavelet de la imagen. Un caso
particular de esta descomposicion multinivel es el aplicado frecuentemente en compre-
sion de imagenes basada en la transformada wavelet, en la que s6lo se descompone la
banda de los coeficientes de escalado, f,. Sin embargo, por sencillez notacional sélo va-
mos a emplear una descomposicién de un nivel en 4 canales. En todos los casos, estamos
suponiendo una ordenacion lexicografica de los coeficientes que componen cada una de

las bandas consideradas.

En el apéndice A se desarrolla en profundidad una formulaciéon matricial de la de-
scomposicion subbanda basada en wavelets. Esta formulacion, propuesta por primera
vez en [70], nos permite la conversion de cualquier problema de filtrado lineal espacial-
mente invariante monocanal en uno multicanal. Los canales que vamos a considerar son
las subbandas generadas por la descomposicion wavelet de la imagen. La ventaja que
aporta esta formulacién es que las estructuras matriciales obtenidas poseen propiedades
que nos permitiran desarrollar algoritmos de restauraciéon basados en modelos de imagen
multicanal en el dominio de las frecuencias, sin sacrificar las ventajas computacionales
que proporciona la transformada de Fourier, reduciendo ademaés la estacionaridad de

nuestros modelos.
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3.3. Modelo de imagen multicanal

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, el modelo de imagen es uno de
los elementos que componen el paradigma jerdrquico bayesiano. En esta seccion vamos
a describir el modelo de imagen multicanal que vamos a emplear, y que estd basado en
el modelo gaussiano generalizado que describimos a continuacion.

La funcién de densidad de probabilidad de los Campos Aleatorios de Markov Gaus-
sianos Generalizados (GGMRF: Generalized Gaussian Markov Random Fields) (|22])

es

1 1 MN
p(fla,p) = ————expd —— > [F@)P }. 3.1
(flo.) = g {W?;mw} (3.)

p

Obsérvese que la funcién de particion, Z,...- (o¢, p), es escalable con respecto a oy,

en el sentido de que

MN

Zprior (Ufap) = (p U?)T ZpTiOT(17p)' (32)

! como un pardmetro de escala que controla la suavi-

Podemos interpretar of = a~
dad de la imagen y p como un parametro de forma (véase la figura 3.3) que controla
la formacion de aristas o fronteras locales, de forma que cuando p = 2 tenemos la dis-
tribucion gaussiana clésica, que elimina el ruido pero produce imagenes excesivamente
suaves, mientras que para valores de p cercanos a 1 preserva mejor la formacion de
fronteras. La funcion de potencial es convexa para p > 1. Un estudio en profundidad
de esta distribucion y de su uso en diversas areas se puede encontrar en [130] y [131].

La motivacion de la eleccion de un modelo de imagen multicanal gaussiano general-
izado se basa en la observacion de los coeficientes wavelet de una imagen tipica. Dado
que los coeficientes wavelet se obtienen mediante operadores similares a la diferenciacion
y que la estructura espacial de la mayoria de las imégenes tipicas esta formada por areas
suaves con algunas fronteras ocasionales, la distribucion de los coeficientes wavelet de-
beria estar concentrada formando un pico alrededor del cero (por la contribucion de las
areas suaves) y tener colas relativamente amplias (correspondiendo a la aportacion de

las fronteras). Los estudios llevados a cabo en [24] confirman la validez de este modelo,

propuesto anteriormente en [14]. Vamos a modelizar la distribucion de los coeficientes
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Figura 3.3: Distribuciones GGMRF para distintos valores del parametro de forma, p, y con parametro de escala

Of = 1,0.

wavelet de las bandas obtenidas mediante la transformada wavelet de la imagen medi-
ante una funciéon de densidad de probabilidad gaussiana generalizada:
pElap) = ] »(fulowp). (3.9
u,ve{l,h}

donde a denota el vector de hiperparametros (oy, qun, Qni, Qpp) y

MN

5 1 1 : P
p (fuv | auv,p> = oy NPy~ B (4
Zprior(Ufuvap) po'?uv ; ( )
@
1 1 N
X i~ X exp § — D Z fuv(fl)
(vot,) ? Pk S
o 1 o
» ~ P
N (auv> X exp _‘O‘Mvz fo(i)] » . (3.4)
p p i=1

ya que, como hemos descrito en la ecuacion (3.2),

MN
MN

MN P Tdp
me'or(Ufw,p) = (pa?u“) 4p ZPM-OT(l,p) = ( > Zprior(lap>7 (35)

aUU
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esto es, la funcion de particion, Z,,..(o%,,,p), s escalable con respecto al parametro
og,,, U, v € {l,h}, donde aﬁw = ;! es un parametro similar a la varianza de la proba-
bilidad gaussiana.

Obsérvese que p es también un parametro a estimar, y que va a determinar el com-
portamiento de cola de la funcién de densidad de probabilidad. Podemos ver que para
p = 2 tendremos una distribucién gaussiana y para p = 1, una laplaciana. Teniendo en
cuenta los estudios empiricos sobre los coeficientes wavelet de las imégenes realizados

(]4], [110]) fijaremos, y no estimaremos, p € (1,2] en nuestros experimentos.

3.4. Modelo de degradacién en el dominio wavelet

Si consideramos el modelo de formacion de imagenes descrito en la seccioén 2.2, conc-
retamente en la ecuacion (2.16), con ruido gaussiano aditivo independiente de la senal,

podemos escribir el modelo de degradacion como

plelf.5) = e [~ s el (3.6)

1
Zn(B)

cuya funciéon de particion, Z,(8), se define como

MN

Zu(8) = (%”) o

2

-, la varianza del ruido.

siendo M x N el tamaifio de la imagen y ! = o
Siguiendo el esquema de descomposicion multicanal de senales descrito en la seccién
3.2, podemos formular el modelo de formacion de la ecuacion (2.16) de la siguiente

forma:

WgD = WHDWT WfD + WIID
g = Hf + n, (3.7)

donde T es una matriz que contiene los coeficientes de las respuestas a impulso de los
filtros lineales espacialmente invariantes paso baja y paso alta empleados en el banco de
filtros de la figura 3.1, gp, Hp, fp y np no son sino versiones reordenadas de la imagen

observada, el operador de convolucion, la imagen original y el ruido, respectivamente,
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y & H, f y 11 son sus correspondientes versiones en el dominio wavelet. Obsérvese que
el hecho de estar considerando una transformaciéon ortogonal hace que n sea de nuevo
gaussiano de media cero y varianza 57! = o2, En el apéndice B se describe en detalle
el proceso de descomposicion de imagenes y operadores de convolucion.

Puesto que es posible, como acabamos de ver, formular el modelo de formacion
de iméagenes en el dominio wavelet mediante la ecuacion (3.7), podemos formular el
modelo de degradacion del paradigma jeradrquico bayesiano en un marco multicanal de

la siguiente forma:

p (Qiﬁ) x ﬁw X exp [—%ﬁ Hg — Hf

2} | (3.9)

donde, como ya hemos comentado anteriormente, g, H y f son la imagen observada,
la matriz de emborronamiento y la imagen original, respectivamente, en el dominio

wavelet.

3.5. Modelo de hiperparametros

En [16] se muestra la posibilidad de emplear el enfoque bayesiano incluso cuando se
dispone de muy poca, o incluso ninguna, informacién a priori sobre los hiperpardmetros.
En estos casos es necesario hacer uso de distribuciones a priori no informativas, término
que denota distribuciones que no contienen informacién sobre los hiperparametros, es
decir, que no “dan preferencia” a un valor del hiperparametro frente a otros. Una elecciéon
razonable de distribucidon no informativa seria aquella que diera la misma probabilidad
a todos los posibles valores del pardmetro. Es usual escoger como distribuciéon a priori

sobre los hiperparametros la definida como:

p(a) o< const >0

p(B) o const >0, (3.9)

definidas ambas en el intervalo [0,00). Obsérvese que esta funcion es impropia, en el
sentido de que su integral sobre el intervalo [0, 00) es infinita.
Es posible incorporar conocimiento preciso sobre los hiperparametros en la distribu-

cién a priori, aunque no haremos uso de estas distribuciones de probabilidad en esta
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memoria, empleando de esta forma distribuciones sobre los hiperpardmetros con una
enorme varianza de forma que evitemos el problema de fijar o y # y hagamos que los

elementos de la siguiente etapa se encarguen de todas las estimaciones.

3.6. Restauracion basada en la evidencia usando mod-

elos de Gauss-Markov generalizados

Estudiado en el capitulo anterior los elementos del paradigma bayesiano jerarquico y
las diferentes soluciones al problema de la restauracion de imagenes digitales, y descritos
en las secciones 3.3, 3.4 y 3.5 el modelo de imagen multicanal, el modelo de degradacion
formulado en el dominio wavelet y el modelo de los hiperpardmetros, en esta seccion
vamos a desarrollar un algoritmo basado en la evidencia para la estimacion de los
hiperparametros y la restauracion simultanea de la imagen en el dominio wavelet.

Si nuestro modelo de imagen es el definido en la ecuacion (3.4) y el modelo de

degradacion es el descrito en la ecuacion (3.8) tenemos que:

MN

~ Tip 1 - 12
p(Edns) x 0% x T (%)% e [ m[]
uve{l,h} p
MN
1 - P
X exp Z __O[uvz fuv(z) 5 (310)

uve{l,h} =1

donde «a denota el vector de hiperparametros (ay, aqpn, i, Qpp)-

Como se detalla en la seccion 2.4, el anélisis basado en la evidencia realiza la esti-
maciéon simultanea de la imagen y los hiperparametros en dos pasos. En el primero, se
seleccionan & = (dyy, up, Qpi, Gnn )y ¥ B como los estimadores de méaxima verosimilitud
(recordemos que estamos considerando distribuciones impropias para los hiperparamet-
ros) de a 'y 3 a partir de p (a, 8|g) v estos parametros se emplean en el segundo paso
para realizar la restauracion de la imagen.

A continuacién vamos a estudiar en detalle los pasos de la estimacion mediante el
analisis jerarquico bayesiano basado en la evidencia y propondremos un algoritmo itera-

tivo para realizar la estimacion simultanea de los hiperpardametros y de la restauracion;
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en primer lugar estudiaremos la estimaciéon de la imagen para analizar después el paso

de estimacion de los hiperparametros.

3.6.1. Paso de estimacién de la imagen

Veamos c¢omo realizar la estimacion de la imagen. Fijados o v 3, f@f) se obtiene

como la imagen que satisface

f@f) — argmin
f

g Hi| + gj.ﬂw§:

uve{l, h}

i ‘ . (3.11)

Para evitar problemas de diferenciabilidad, utilizaremos una aproximacion “suave”

de la p-norma (propuesta anteriormente en [14]):

Il ~ D7 [ (x(0)? +7)* = %] (3.12)

i
donde v > 0 es una constante de estabilizacion y x(i) denota el i-ésimo elemento del
vector X.

Si empleamos la aproximacion de la p-norma de la ecuacion (3.12) y derivamos la

ecuacion (3.11) con respecto a f tendremos que en @9 ge cumple
AD;. ,f@? = gAT (g . f{f(@ﬁ)) , (3.13)
con Dj. 5 una matriz diagonal por bloques de la forma
Dja.0)

Djas) = th' , (3.14)

donde

21074
Dﬁs%,ﬁ) = dlag |:<f(a,ﬁ ( ) -+ "Y) ’ ‘| ' s (315)
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denotando £27 (i) el i-ésimo elemento de £%” y donde A es una matriz diagonal por

bloques de la forma

A= , (3.16)

con Am, = Qlyy X IM;NX

¥,u,v c {l,h}.

3.6.1.1. Algoritmo de restauracién multicanal propuesto por Belge et al.

en [14]

Llegados a este punto, debemos estudiar, antes de proceder a derivar el algoritmo de
restauracion multicanal con estimacién simultinea de los hiperparametros que vamos
a proponer, la solucion propuesta por Belge y otros en [14] para este problema. En
este trabajo los autores proponen, comenzando con una solucién inicial, f’o, un método
iterativo para resolver la ecuacion (3.13). El método reescribe la ecuacion de la siguiente
forma

(ﬂﬁTfI + Aka) fi+l = pHATg (3.17)
para obtener f+1. Dy, se obtiene sustituyendo f@%) (i) por f*(i) en la ecuacion (3.14)
y se establece como criterio de terminacion que ||f¥+1 — £*||/||f*|| < p1, con p; una con-

stante positiva cercana a cero. La formulacion detallada del algoritmo seria la siguiente:

Algoritmo 3.1 Restauracién multicanal propuesta por Belge et al.
1. Escoger una solucion inicial, fo
2.  Repetir

a) Calcular Dy, a partir de £



3.6. Restauracion basada en la evidencia usando modelos de Gauss-Markov generalizados 47

MN
4

- B
donde Dy = diag {(fffv(i)Z + ’y) ’ }
i=1

b) Resolver en x el sistema de ecuaciones

(ﬁf{Tﬁ + Aka> x = GH"g

mediante una técnica de gradiente:

» Seleccionar una solucion inicial para el sistema: x° = £
» Repetir
X — xi ¢ [(gﬂTﬁ + ADFk) x' — ﬁﬂTg}

[t —x|

hasta que B

< pa.
c) fi+1 — x, la solucion del sistema de ecuaciones del paso 2b.
hasta que kaﬁfl—k_”fku < p1.

Es interesante observar que el esquema iterativo de la ecuacion (3.17) constituye un
caso particular de la regularizacion semi-cuadratica presentada en [54] y del esquema
ARTUR propuesto en [34], donde se destaca que los coeficientes wavelet de mayor
magnitud (asociados a las fronteras de la imagen) resultan menos penalizados que los
menores, y que el algoritmo de restauracion converge. En el caso en que p > 1 y H sea
de rango maximo, el algoritmo converge y la soluciéon calculada es el inico minimo de
la ecuacion (3.11). Sin embargo, cuando p < 1, como en [14], se plantea un problema de
no convexidad y el algoritmo proporciona un minimo local de la ecuacion (3.11) (véase,
para mas detalles, [34]).

Hemos de hacer también algunas reflexiones sobre el doble papel que juega el parametro
v. Por un lado, controla la calidad de la aproximacion realizada mediante la ecuacion
(3.12) de forma que determina lo cerca que ésta esta de la p-norma del modelo a priori.
Si empleamos un v relativamente pequeno, obtendremos mejores restauraciones de las
fronteras de la imagen, puesto que un menor valor de v proporciona una mejor aprox-
imacion de la p-norma. Por otro lado, v determina la rapidez de la convergencia del

algoritmo. Si 7y es relativamente grande, el algoritmo es mas rapido, y la convergencia se
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ralentiza conforme = se hace menor. Por lo tanto, deberia establecerse un compromiso
entre rapidez en la convergencia y preservacion de las fronteras de la imagen. A partir de
resultados experimentales, en [14] se sugiere que para v ~ 1 no se observan diferencias
visuales de las restauraciones obtenidas con 7 < 1, mientras se logra la convergencia
en un namero de iteraciones razonable.

Obsérvese que el algoritmo descrito en la ecuacion (3.17) implica la resolucion de
un gran sistema de ecuaciones lineales que involucra matrices de gran tamano. En
[14] se propone la resolucion de este sistema de ecuaciones mediante un método de
gradiente para obtener la solucién del sistema, ka, en cada paso de la ecuacion (3.17).
De esta forma, el algoritmo descrito resulta ser doblemente iterativo, de forma que las
iteraciones exteriores estan orientadas a actualizar la solucion, f*, y las iteraciones del
bucle interior estan orientadas a la resolucion del sistema de ecuaciones mediante una
técnica de gradiente.

Como se explica en el apéndice A, podemos aprovechar la estructura de la matriz H
para reducir el coste computacional mediante su diagonalizacion empleando la Trans-
formada de Fourier Discreta. Ademads, la matriz Dj,. es diagonal en el dominio wavelet,
por lo que podremos realizar los calculos necesarios de forma eficiente si pasamos del

dominio wavelet al dominio wavelet-Fourier y viceversa.

3.6.1.2. Restauracion multicanal basada en la evidencia

El algoritmo descrito anteriormente requiere el calculo del paso 6ptimo del gradi-
ente, ademas de ser doblemente iterativo, lo cual implicard una elevada complejidad
computacional. A continuaciéon propondremos un algoritmo iterativo que salva estos
inconvenientes.

Sumando Bf(@?) a ambos lados de la ecuacion (3.13) tendremos:
(B1+ ADgap) 7 = BT (g — HE) o g, (3.18)
con lo que, despejando £(@f) en la parte izquierda de la ecuaciéon anterior:

Fo) — (314 ADg) ™ [HT (- HE®?) 1 8=9] . (319
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Para obtener un algoritmo iterativo a partir de esta ecuacion, sustituiremos f(@?

por f¥t1 en la parte izquierda y por ¥ en la parte derecha, obteniendo:
FFl = (B + AD;,) " [m:ﬁ (g - ﬂf'f) + w} , (3.20)

donde Dy, se obtiene sustituyendo f@# por f* en la ecuacion (3.14), esto es:
p_1MN
P . 2
D;. = diag {(f’“(zf + ’y) }
i=1

Obsérvese que podemos expresar la ecuacion (3.20) como:
P = (314 ADg) ™" [T (g — HFY) — ADaF"| + (91 + ADg) (91 + AD) ',
de donde tenemos:
fiHl — F5 _ (BI+ ADg,) " [(mTﬁ + Aka> £ mﬁng] , (3.21)

que es un método de gradiente. Podemos observar que la matriz (81+ ADg:) ! hace el
papel de paso del gradiente en el método iterativo obtenido.

Este método iterativo, cuya convergencia ha sido comprobada experimentalmente,
tiene la ventaja con respecto al propuesto por Belge y otros y descrito en la seccion 3.1
de que no precisa el cdlculo del paso 6ptimo del gradiente ni del hessiano, ademés de
no ser doblemente iterativo. Obsérvese que estamos fijando un paso diferente para cada

pixel de la imagen, definido por la matriz (51 + ADj.) ™t

3.6.2. Paso de estimacion de parametros

Como hemos descrito en la seccion 2.4, en el primer paso del andlisis basado en la
evidencia se seleccionan & = (&, Qup, G, Gpp), vy B como los estimadores de méxima

verosimilitud de « y 8 a partir de p («, 5|g), esto es, vamos a seleccionar & y 3 como

&, 3 = arg méx p(gla. 6). (3.22)

donde
plaAlg) x p (gl ) = [ (Hla) p (8lf.5) df

f
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Como ya hemos visto,

= 1 1 )
p(&.5) = —xexp[——ﬁHé— i }
| Znoise(ﬁ) 2
MN 1 1. ==
x (72 Xexp —§ﬁHg—HfH (3.23)
MN
(fla) <o | 30— Y [fulo)]
p(fla) = ——————— xexp - (i
wwellh} Zprzor((ffuu:p> wwell,h} pog, . Py
i MN
1 1 = p
x H 5w X exp Z o Z £u0(7)
u,ve{l,h}( U?M » | woe{l,h} bos,, o
P ~ D
~ H <Oéuv) X exp Z __auyz uv(l) , (3.24)
u,vef{l,h} p | woe{l,h} p i=1
Integrando p (ﬂg) D (g]f, ﬁ) en f tenemos
T 1 9
- MN Oy \ 7P .
piang) = 0% 1 ()7 fo -]
u,ve{l,h} p f
MN
> —lan 3t | df
X exp ——up Y |Ew(@)|P| df
u,ve{l,h} p =1
MN
= ﬁ@ X H ((XU’U) p
p
u,ve{l,h}
]WN
oo bl 3 T |
f uve{lh}
(3.25)

Para poder calcular la integral anterior, desarrollamos alrededor de flah);

auv

- g+
u,vE {lh}

]WN

+ f(a (

- auv

u,ve{l, h}

! 5 (E- 1) (e 4 aby) (£ - o),
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donde A ha sido definida en la ecuacion (3.16) y f)? también es una matriz diagonal

por bloques de la forma
D,

. D;
D; = fin : (3.26)

f‘hl

=ht

frn
con

- - 2 (5-2) 2 - 2 (-]

D; = diag {(g =1) (R’ +7) 77 x 2R(@) + (Bl +7) ] . (3.27)
u,v € {l,h}. Obsérvese que estamos haciendo uso de la aproximacion “suave” de la
p-norma propuesta en [14| y formulada en la ecuacion (3.12). Ademas, se verifica que
para p € (1,2] Dﬁw es semidefinida positiva ya que podemos reescribir cada elemento
de la diagonal de Dfu como

P

(fuv(z‘)Q + 7)(2_2) [(g _ 1) x 28, (1) + (fuv(z‘)Q + 'y)] ,

y desarrollando tenemos

P

(fuv(z)2 n 7)(2—2) [pfuv(i)Q B 2;,1“)(2,)2 n 7] |

que es positivo para p > 1, puesto que v > 0.

Sustituyendo la ecuacion (3.26) en la integral de la ecuacion (3.25), tenemos

]MN
1 B o NI
/exp —§BH — Z —auvz uvz’ df =
f u,v {lh}

]VIN

1 s
exp —QﬁHg—Hf@ﬁ)H —ap fleh)
uve{lh}
x / exp[ (f- fW)) (sHT+ ADy) (f—f(“ﬂ))}df‘
P
]\[N L
1 . RN
= exp —§5Hg—Hf@ﬂ H 3 —a Z‘f"‘ﬁ) ‘ x det [ﬁHtH+ADf]

u,v {lh}
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donde det[-] denota el determinante.

Por lo tanto,

MN

p(a,8lg) B3 x H (am v x det [ﬁI:ItI:I—i-AI“)f}

uwe{l,h}

1
2

MN

g-mi| - iamirm)\p o (3.28)

u,ve{l,h}

1
X exp —56

Calculemos ahora —2L,(c, ) = —2logp (a, f|8):

MN .
—2logp(a,Blg) = —MNlogf— > = ~log (O‘“) + log det [5HtH + ADF]
u,ve{l,h} p p
#
2 9 N p
+ 6Hg_Hf + Z _auvz uv(l) )

u,ve{l,h} p =1

y diferenciemos con respecto a ., u,v € {l, h} y B para obtener las condiciones que se
satisfacen en los maximos. Diferenciando en primer lugar con respecto a 3 e igualando

a cero obtenemos:

—21 g MN = N e ~ =12
op B
donde tr[-] denota la traza, con lo que podemos despejar 3:
. Nl o -2
tr [(ﬂHtH + AD?) HtH} + Hg _ i
= 3.29
5 — (329)
Diferenciando ahora con respecto a o, u,v € {l,h}
) MN
J—2logp (a, 5)8)] MN 1 ( - -\ LOAD; | 2|z P
apigl _ _MN L | (pEE AD~> =3 )| =0,
Doy o o |\ EAD ) ; "
de donde
y MNP . L\ g
a,, = MNJ2Zp . (3.30)
Obsérvese que % es una matriz diagonal por bloques en la que se anulan todos los

bloques de la diagonal salvo A.,,.
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Es importante observar que la matriz I“)§, a pesar de ser diagonal, no es circulante por

-1
bloques, por lo que el calculo de <ﬁICIt}~I + Abf) , necesario en la estimacion de los
parametros, como acabamos de ver, resulta sumamente costosa desde el punto de vista
computacional. Por este motivo vamos a aproximarla para permitir de esta manera el
calculo en el dominio de las frecuencias de las inversas y las trazas involucradas en la
estimacion de los pardmetros mediante las ecuaciones (3.29) y (3.30). Vamos a utilizar

dos aproximaciones diferentes: en la primera escribiremos

MN/4 ~ . (3-2) MN/4 ~

= . p fuv(])2 uv(j)2
By, = ding | (1) (3 " :
Fus 8 1\ g jzl M/ 8 jzl MN/4
(o1
MN/4 ~ . 2
fuo (7)?
; 3.31
12 vt : (3.31)
J=1 .
en la segunda escribiremos
MN
.. D) |

—
J i=1

En la seccion 3.7 mostraremos la diferencia entre los resultados obtenidos mediante
ambas aproximaciones.

Antes de terminar, debemos considerar la solucién propuesta por Belge et al. en
[14] para la seleccion de los parametros. Los autores formulan el problema mediante
un esquema de regularizacion en el que la estimacién de la imagen original se obtiene

mediante la minimizacion de la siguiente funciéon de coste:

N = g —FE + X Al (333

wve{l,h}
donde N\ = (Aiy, Ny Ants Ann)s Auw, 4, v € {1, h} son los pardametros de regularizacion y
Wy, u,v € {l, h} son los correspondientes operadores de regularizacion, que extraen la
banda correspondiente de la transformada wavelet de f, como se detalla en el apéndice B.

Obsérvese que Ay, = au, /0 en la formulacion desarrollada en este capitulo. Como puede
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verse, la funcion de coste de la ecuacion (3.33) representa un problema de minimos

cuadrados con multiples restricciones.

En [14] se propone una extension multidimensional del método de la L-curva, llama-
da método de la L-hipersuperficie (véase [13] y [14] para una descripcion completa del
método de la L-hipersuperficie) para la seleccion de los parametros de regularizacion,
Auv- El objetivo de este método es encontrar un compromiso entre los errores de regular-
izacion y de perturbacion mediante la busqueda de una “esquina” en la hipersuperficie
correspondiente a la norma residual en funciéon de las restricciones impuestas en el prob-
lema de minimizacién para un rango de valores posibles de los parametros. Uno de los
primeros problemas que se plantea al emplear este método es determinar cuél es ése
rango de valores en el que se puede encontrar la solucion.

Deberiamos destacar que esta estimacion de parametros no se realiza de forma si-
multanea al proceso de restauracion, sino que debe llevarse a cabo de forma previa a la
restauracion misma. También es interesante observar que, para el problema planteado,
los autores concluyen que, de hecho, hay mas de una posible eleccion del parametro de
regularizacion correspondiente a los coeficientes de escala en tanto hayamos realizado
una buena seleccion del parametro asociado a los coeficientes wavelet, de forma que las
restauraciones obtenidas deberian tener aproximadamente la misma calidad. La gran
complejidad computacional del método, que motiva que el valor del pardmetro no se
calcule sobre la imagen, sino para una subimagen de tamafio moderado (tipicamente
32 x 32) que podria no tener las mismas caracteristicas que la imagen, lo que daria
lugar a una mala estimacion del parametro, junto con la existencia de multiples max-
imos/minimos en la L-hipersuperficie suponen una dificultad adicional en la seleccion

de valores para los parametros de regularizacién

3.6.3. Algoritmo de restauracién multicanal con estimaciéon si-

multinea de los hiperparametros

Como conclusion, formulemos el algoritmo resultante del analisis basado en la eviden-

cia que hemos desarrollado a lo largo del capitulo, que estara formado por dos pasos, uno
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de estimaciéon de los hiperparametros basado en las ecuaciones (3.29) y (3.30), donde
los términos de la derecha de cada ecuacion se obtendrian a partir de los valores de
la iteracion anterior, y otro de estimacion de la imagen original basado en la ecuaciéon
(3.21) en el que se haria uso de los parametros recién estimados. Estableceremos como

‘f'k‘ < p1, con p; una constante positiva

criterio de convergencia que kaH — f’“H/

cercana a 0.

Algoritmo 3.2 Restauracién adaptativa modificada con estimacién de paramet-

ros
1. Escoger una solucion inicial, f-o} oy 0
2. Repelir

a) Estimacion de pardmetros: Calcular o wv € {I,h} y B a partir de £*:

uv

~ o~ . -1 . -~ 2
tr {<6kHtH + A'fD?k) HtH} + Hg _Hi* ]

(5k+1)*1 _

MN

MN
4

b it

uv

- o~ . -1 .
ffjv(i)‘p + tr [(ngtH + AkD§k> %D?k}

(al) =

MN/2p

b) Estimacion de la imagen: Caleular £571 a partir de o' u,v € {I,h}, g

y £

= Seleccionar como solucion inicial, £F7 = £F.

= Repetir
- . -1 e -
fi]i:_ll _ fz-k—(ﬁk+1]: + Ak+1Df-k) [(ﬁk—HHTH + Ak—i—lDFk) fzk . Bk—HHTg

fetl_ghtl

hasta que w < pa-
s £k

s FEHL — filel'

fk+1_2k
hasta que [ Linil | < p1-

7]
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3.7. Resultados experimentales

Vamos a hacer uso de tres imagenes frecuentemente empleadas como banco de prue-
bas en problemas de restauracion de imagenes, caracterizadas por diferentes niveles de
actividad espacial, esto es, con diferente cantidad de pequenos detalles. En la figura 3.4
se muestran estas imagenes: mandril (alta actividad espacial), puerto (actividad espa-
cial media) y lena (baja actividad espacial). Las tres imagenes han sido digitalizadas a

8 bits por pixel.

El algoritmo propuesto se ha ejecutado sobre cada una de estas imagenes, degradadas
de acuerdo al modelo de formaciéon descrito en la seccién 2.2, con emborronamiento
por movimiento horizontal de 9 pixeles y emborronamiento por desenfoque con radio
R = 4,5 (veéase la seccion 2.2.1) y ruido gaussiano aditivo con diferentes varianzas
para obtener SNRs de 10dB, 20dB, 30dB y 40dB (véase la ecuacion (2.30)). Todos los
resultados que se muestran a continuacion corresponden al parametro p = 1,1 (véase la
seccion 3.3). Se han realizado los mismos experimentos con diferentes valores de p en el
intervalo (1,2] y se ha comprobado que no hay diferencias destacables en los resultados

obtenidos.

En las tablas 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran las estimaciones de los pardmetros obtenidas
mediante el algoritmo propuesto para las tres imégenes consideradas. Para poder com-
parar los resultados obtenidos en la estimacion de los pardmetros incluimos en las
tablas 3.4, 3.5 y 3.6 los resultados obtenidos mediante el algoritmo bayesiano jerarquico
monocanal con estimacioén de los pardmetros por maxima verosimilitud propuesto en
[93] empleando como modelo a priori S(f) = f'f. Se puede comprobar que en la mayoria
de los casos el método propuesto en [93] infraestima la varianza del ruido, mientras que
el método propuesto hace estimaciones méas cercanas a los valores reales de 37! (salvo
algunos casos en los que la varianza del ruido es muy baja, en los que sobreestima

ligeramente la varianza del ruido al alcanzar la convergencia).

En las tablas citadas se muestran los resultados obtenidos para las dos aproxima-
ciones de la matriz ]jg que hemos empleado para poder realizar los célculos de las

trazas involucradas en la estimacién de los hiperparametros en el dominio de las fre-
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Figura 3.4:

puerto

Imagenes empleadas como banco de pruebas.

lena
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cuencias, indicadas en las ecuaciones (3.31) y (3.32). Podemos ver que el algoritmo
propuesto muestra algunas diferencias en la estimacion de los parametros dependiendo
de la aproximacion empleada. En casi todas las ocasiones la segunda aproximaciéon pro-
porciona resultados algo mejores, con la excepcion de algunos casos en que la severidad

del ruido es muy grande (SNRs de 10dB).

En las figuras 3.5 a 3.10 podemos ver algunos de los resultados obtenidos. En la figura
3.5 podemos ver la imagen observada, degradada por emborronamiento por movimiento
lineal y ruido gaussiano para obtener una SNR de 30dB, la restauracion obtenida con
el algoritmo propuesto en [93]| y la obtenida mediante el algoritmo propuesto usando
la segunda aproximacion. Aunque, como puede verse en la tabla 3.7, hay pequenas
diferencias en las ISNRs obtenidas mediante las dos aproximaciones, las restauraciones
obtenidas son visualmente indistinguibles. Podemos ver que la solucién obtenida medi-
ante el algoritmo propuesto elimina mejor el ruido, aunque se ha perdido parte de la
informacion correspondiente a las fronteras de la imagen y ésta se observa algo menos
resuelta. Este fenomeno se debe a los bajos valores que el método estima para las ban-
das LH, HL y HH, lo que viene causado porque al minimizar la ecuacién 3.11, los
altos valores de ay,,u,v € {l,h} (que son las inversas de las varianzas) hacen que el
método tienda a minimizar especialmente los términos correspondientes a las bandas de
frecuencias altas. En la figura 3.6 pueden observarse resultados similares para la misma

imagen de prueba con emborronamiento por desenfoque uniforme con R = 4,5.

En las figuras 3.7 y 3.8 se muestran los resultados obtenidos para la imagen puerto
para los dos emborronamientos considerados. Podemos ver que, de nuevo, los resultados
obtenidos por el algoritmo propuesto son mejores en términos de eliminacion de ruido
aunque de nuevo se observa que las imégenes pierden informaciéon de fronteras en el
proceso de estimacion, lo que se puede observar especialmente en esta imagen por
sus caracteristicas particulares. Estas caracteristicas también hacen que se produzca
un fenéomeno de ringing, debido a la alta correlacion existente entre las bandas de la
transformada wavelet y al hecho de que en las bandas de frecuencias altas algunas de

las fronteras han sido eliminadas.

En las figuras 3.9 y 3.10 podemos ver las restauraciones obtenidas para la imagen
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lena. Ademas de la diferencia en la ISNR que podemos observar en la tabla 3.9, resul-
ta claramente perceptible la diferencia de calidad obtenida respecto al algoritmo que
estamos considerando para realizar las comparaciones. Aunque a primera vista da la
sensacion de que el algoritmo propuesto genera mayor ringing, un estudio més exhaus-
tivo de las imagenes muestra que este fenémeno estd presente en las restauraciones
estimadas por los dos algoritmos, pero en las figuras 3.9.b y 3.10.b estd parcialmente

oculto por el ruido dominante en las restauraciones estimadas.

Podemos concluir a partir de los resultados obtenidos que la introduccién de la de-
scomposicion multibanda en el algoritmo de restauracion aporta una clara mejora, tanto
desde el punto de vista de métricas objetivas (ISNR), como desde el de la percepcion
visual. Sin embargo, atin observamos algunas deficiencias en el comportamiento del
algoritmo propuesto, especialmente con respecto al tratamiento de las bandas altas.
Debemos observar que las bandas generadas por la transformada wavelet poseen car-
acteristicas bien diferentes. La banda baja, recordemos, es una version “suavizada” y
submuestreada de la imagen, mientras que las bandas altas (LH, HL y HH) contienen
informacion de fronteras a partir de diferencias entre pixeles, por lo que su rango se
encuentra tipicamente alrededor del cero con una varianza relativamente pequena. Este
hecho hace que las trazas y las normas involucradas en el calculo de v, u,v € {l,h}
(mediante la ecuacion (3.30)) den lugar a estimaciones de las varianzas muy bajas, lo
que conduce a la eliminacion de informacién sobre las fronteras en las restauraciones
obtenidas. Ademas, el ruido, que es ruido blanco y que por lo tanto se distribuye por
igual en todas las frecuencias, perjudica particularmente a las bandas altas debido a su

reducido rango, dominando sobre la informaciéon de la senal.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se han realizado varios experimentos en los
que se ha empleado un tnico parametro para todas las bandas, esto es, a,, = a,u,v €
{l,h}, con el objeto de asignar una varianza mayor a las bandas de altas frecuencias
y preservar mejor la informacion de las fronteras de la imagen. Se ha comprobado
que los resultados eran algo mejores que los obtenidos con el algoritmo propuesto con
niveles muy bajos de ruido (SNRs de 40dB), pero cuando el ruido era moderado o alto

(SNR < 30dB) el hecho de introducir mayores varianzas en las bandas altas producia
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peores resultados, ya que a la vez que se intenta preservar la informacion de fronteras
se introduce también un mayor nivel de ruido, generando restauraciones mas resueltas,
pero mas ruidosas.

En las figuras 3.11, 3.12 y 3.13 se muestran graficas de convergencia del algoritmo
propuesto para las tres imagenes de prueba consideradas con emborronamiento por
movimiento lineal y diferentes niveles de ruido. En todos los casos se puede comprobar
que el algoritmo requiere un nimero reducido iteraciones para alcanzar el criterio de
convergencia, descendiendo rapidamente el valor del criterio en las primeras iteraciones
(tipicamente, menos de 5).

Hemos realizado también experimentos para comparar los resultados obtenidos con el
algoritmo 3.2 propuesto en esta memoria con los del algoritmo 3.1 propuesto por Belge
et al., para lo que hemos reproducido uno de los experimentos incluidos en [14]. En la
figura 3.14 se muestra la imagen mandril degradada con emborronamiento gaussiano
con o0 = 2 y ruido gaussiano (SNR = 30dB) y las restauraciones obtenidas por ambos
algoritmos. En la tabla 3.10 se muestra la raiz del error cuadratico medio (RMSE: Root

Mean Square Error, definido como

2
)

RMSE = \/(1/MN) Hf . f“ (3.34)

para las dos restauraciones obtenidas. Podemos ver que se obtienen mejores resultados
para el algoritmo 3.2 propuesto en esta memoria, lo que se puede apreciar visualmente
en las zonas de altas frecuencias de la imagen, como los bigotes del mandril o las franjas

del hocico, que se conservan mejor en la restauraciéon obtenida por nuestro método.
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Emborronamiento | SNR (varianza) | Aproximacion | (7! arp Ly Gy '
40dB (0,16) Aprox. 1 1,42 | 429,52 | 307 x 1076 | 21,35 | 192 x 10~¢
Aprox. 2 1,05 | 429,52 0,02 34,17 0,013
30dB (1,44) Aprox. 1 2.86 | 429,56 | 226 x 106 | 21,21 | 170 x 10~°
Movimiento Aprox. 2 2,01 | 429,56 0,027 38,26 0,02
L=9 20dB (16,0) Aprox. 1 20,17 | 430,0 | 5741 x 1075 | 20,10 | 5393 x 1076
Aprox. 2 12,92 | 430,24 | 159 x 107% | 51,67 | 149 x 10~¢
10dB (144,0) Aprox. 1 | 294,25 | 435,11 | 484 x 1075 | 0,099 | 481 x 10~
Aprox. 2 107,55 | 601,75 | 7x 1076 | 4267 | 7x107°
40dB (0,12) Aprox. 1 0,83 | 429,57 0,043 0,064 0,016
Aprox. 2 0,83 | 429,61 0,043 0,064 0,017
30dB (1,21) Aprox. 1 2,01 | 429,86 0,12 0,15 0,085
Desenfoque Aprox. 2 2,01 | 430,00 0,12 0,15 0,085
R=45 20dB (12,25) Aprox. 1 13,55 | 432,47 0,17 0,18 0,16
Aprox. 2 13,49 | 434,97 0,31 0,32 0,29
10dB (121,0) Aprox. 1 125,98 | 453,05 0,57 0,57 0,57
Aprox. 2 100,41 | 813,75 0,095 0,095 0,095
Tabla 3.2: Estimacion de parametros del algoritmo propuesto para la imagen puerto
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Emborronamiento || SNR (varianza) | (71 a™l

40dB (0,11) | 0,24 | 18862,72
Movimiento 30dB (1,0) | 0,59 | 19484,30

L=9 20dB (10,8) | 5,30 | 22236,89
10dB (121,0) | 66,17 | 24689,10

40dB (0,09) | 051 | 19641,34
Desenfoque 30dB (1,0) 0,51 | 22699,82

R=45 20dB (9,0) 5,03 | 32320,03
10dB (100,0) | 68,51 | 67828,34

Tabla 3.4: Estimacién de parametros del algoritmo monocanal para la imagen mandril.

Emborronamiento | SNR (varianza) | 37 a™t
40dB (0,16) | 0,23 | 17609,14
Movimiento 30dB (1,44) 0,76 | 18384,83
L=9 20dB (16,0) | 7,85 | 21731,71

10dB (144,0) | 79,88 | 32359,97

40dB (0,12) | 0,06 | 18526,78
Desenfoque 30dB (1,21) | 0,062 | 21742,67

R=45 20dB (12,25) | 7,00 | 33105,03
10dB (121,0) | 84,86 | 69927,62

Tabla 3.5: Estimacion de pardmetros del algoritmo monocanal para la imagen puerto
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emborronamiento | SNR (varianza) | (7! a™l
40dB (020) | 021 | 1279854
Movimiento 30dB (1,96) 0,97 | 13635,79
L=9 20dB (20,25) 10,20 | 16862,68

10dB (196,0) | 114,98 | 27803,34

40dB (0,20) | 0,10 | 13934,54
Desenfoque 30dB (1,96) 1,03 | 17530,00

R=45 20dB (20,25) 12,36 | 30382,10
10dB (196,0) 147,55 | 69494,16

Tabla 3.6: Estimacion de parametros del algoritmo monocanal para la imagen [ena.

Emborronamiento || SNR (varianza) | Aprox. 1 | Aprox. 2 | Monocanal
40dB (0,16) 3,073 3,141 7,902
Movimiento 30dB (1,44) 2,384 2,941 0,588
L=9 20dB (16,0) 1,156 1,274 —5,371
10dB (144,0) —3,967 | —4,034 —9,814
40dB (0,12) 1,686 1,686 0,633
Desenfoque 30dB (1,21) 1,538 1,538 —4,903
R=45 20dB (12,25) 0,120 0,120 —9,535
10dB (121,0) —5,382 | —5,500 —13,066

Tabla 3.7: ISNRs obtenidos para la imagen mandril con el algoritmo propuesto (2 aproximaciones) y el

algoritmo monocanal.
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Tabla 3.8:
ritmo monocanal.
Emborronamiento || SNR (varianza) | Aprox. 1 | Aprox. 2 | Monocanal
40dB (0,16) | 5,149 | 5,308 3,703
Movimiento 30dB (1,44) 4,152 4,539 —2,833
L=9 20dB (16,0) 0,323 | 0,305 8,080
10dB (144,0) | —5342 | —5,780 | —10,925
40dB (0,12) | 4734 | 4734 | —3527
Desenfoque 30dB (1,21) 3,481 3,482 —8,467
R=45 20dB (12,25) —1,985 —2,038 —12,847
10dB (121,0) | —7.971 | —8,627 | —14,233
Tabla 3.9: ISNRs obtenidos para la imagen len.a con el algoritmo propuesto (2 aproximaciones) y el algoritmo

Emborronamiento | SNR (varianza) | Aprox. 1 | Aprox. 2 | Monocanal
40dB (0,16) 3,884 3,878 4,016

Movimiento 30dB (1,44) 3,361 3,311 —2,720

L=9 20dB (16,0) 0,060 —0,217 —8,412

10dB (144,0) —5,635 | —5,829 —11,690

40dB (0,12) 2,442 2,442 —0,731

Desenfoque 30dB (1,21) 2,185 2,185 —5,835
R=45 20dB (12,25) —-0,167 | —0,168 —10,602
10dB (121,0) —6,153 | —6,389 —13,550

ISNRs obtenidos para la imagen puerto con el algoritmo propuesto (2 aproximaciones) y el algo-

monocanal.




3.7. Resultados experimentales 67

(b)

Figura 3.5: (a) Imagen mandril degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto



68

Capitulo 3. Restauracién de imagenes basada en wavelets usando modelos de Gauss-Markov Generalizados

Figura 3.6:

(a) Imagen mandril degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracién con el algoritmo propuesto
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(b)

Figura 3.7: (a) Imagen puerto degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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Figura 3.8:

(b)

(@) Imagen puerto degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 40dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracién con el algoritmo propuesto
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Figura 3.9: (a) Imagen lena degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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Figura 3.10: (a) Imagen lena degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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Figura3.11: Convergencia del algoritmo propuesto para la imagen mandril degradada por emborronamiento

por movimiento lineal y ruido gaussiano (SNR = 30dB).

0.16
Aproximacion 1
0.14 Aproximacion 2
0.12
LR
Fl+1
178,08
0.06
0.04
0.02

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Iteraciones

Figura 3.12: Convergencia del algoritmo propuesto para la imagen puerto degradada por emborronamiento

por movimiento lineal y ruido gaussiano (SNR = 20dB).
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Figura 3.13: Convergencia del algoritmo propuesto para la imagen [ena degradada por emborronamiento por

movimiento lineal y ruido gaussiano (SNR = 20dB).

Algoritmo RMSE

Algoritmo 3.1 propuesto por Belge et al. ([14]) | 23,75

Algoritmo 3.2 propuesto en esta memoria 22,61

Tabla 3.10: RMSE obtenido para la imagen mandril de la figura 3.14 para los dos algoritmos de restauracion

multicanal considerados.
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Figura 3.14: (a) Imagen mandril degradada por emborronamiento gaussiano con ¢ = 2y ruido gaussiano
(SNR = 30dB), (b) Restauracion con el algoritmo 3.1 propuesto por Belge et al., (c) Restauracion

con el algoritmo 3.2 propuesto
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Capitulo 4

Restauracion de imagenes mediante la
descomposicion wavelet de modelos de

imagen autorregresivos

Le rodean sin piedad sus conclusiones,

s6lo algunas le recrean la verdad.

Antonio Vega (1957— )

4.1. Introducciéon

Como es conocido en restauracion de imagenes, podemos imponer restricciones de
suavidad sobre la imagen original mediante el uso de modelos autorregresivos como
modelo de imagen en la aplicaciéon del paradigma jerdrquico bayesiano a la restauracion
de imagenes.

Vamos a estudiar en este capitulo la descomposicion subbanda de estos modelos de
imagen cuadréticos y su uso para modelizar la imagen original dentro de la aplicacién
del paradigma jerarquico bayesiano a la restauraciéon de imagenes digitales desde una
perspectiva multicanal.

Puesto que al realizar una descomposicion subbanda estamos extrayendo diferentes

regiones (canales) de frecuencias de una imagen, el proceso de asociar un hiperparametro

7
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diferente a cada una de las subbandas del modelo de imagen es equivalente a asignar
diferentes hiperparametros a las diferentes bandas de frecuencia de la imagen. Estos
hiperparametros reflejaran por lo tanto la actividad de esa banda en la imagen origi-
nal. Analizaremos coémo se puede realizar la estimacion de estos parametros dentro del
paradigma bayesiano de restauracion de imagenes.

En las siguientes secciones definiremos en primer lugar los modelos de imagen y
de degradacion de forma que podamos aplicar el paradigma bayesiano desde una per-
spectiva multicanal del problema de la restauracion. Para estos modelos, se realizara a
continuacion la estimacion de los hiperpardmetros y de la imagen.

El capitulo termina con la aplicaciéon de estos métodos y su comparacion con modelos

monocanal en imégenes reales.

4.2. Modelo de imagen multicanal

Como ya hemos descrito en la seccion 2.4, el paradigma bayesiano se caracteriza por
hacer uso de informacién a priori sobre las imagenes que estamos tratando, que suele
contener informacion espacial que refleja nuestro conocimiento sobre la distribucion
de las intensidades de luz de los objetos de la imagen original, la que se captaria en
condiciones ideales. Ese conocimiento puede incluir informacion sobre “suavidad” de la
imagen, preservacion de fronteras o sobre la distribucién de las intensidades de luz de
la imagen, entre otras.

Antes de definir el modelo de imagen multicanal que vamos a utilizar en este capi-
tulo, es preciso formular los modelos de imagen monocanal en los que se basa, puesto
que, como veremos a continuacion, el modelo propuesto se formula como su extension
multicanal.

Aunque podriamos trabajar con cualquier modelo a priori cuadratico sobre f, vamos a
considerar dos modelos concretos, los autorregresivos condicional y simultaneo, modelos
que se han venido aplicando a problemas de restauracion de imagenes (véanse, por
ejemplo, [1], [94], [98], [102] y [103]). Estos modelos no generan imagenes tipicas, sino

que modelizan el comportamiento local de las imagenes tipicas.
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El modelo condicional autorregresivo (CAR: Conditional AutoRegressive) ([108], [128])

para f viene dado por
1
p(fla) ocexp{—§@ft([—C)f} : (4.1)

con C = ¢N, donde |¢| < 1/4 y N es la matriz de incidencia, que se define de la

siguiente forma:

1 si7 vy g son pixeles vecinos a distancia 1
0 en otro caso

de manera que el modelo condicional autorregresivo se puede definir como
1 t
p(fla) o< exp —iozf (I —oN)f 5, (4.3)

donde a~! = 07 es la varianza a priori desconocida, que determinara la suavidad de la
“verdadera” imagen. El término (1 —#IN)f representa en notacion matricial la suma de
los cuadrados de los valores f; menos ¢ veces la suma de f;f; para pixeles vecinos, i y 7,
de manera que podemos interpretar los parametros a partir de las siguientes expresiones

que describen la distribucién condicional:

EElf.j#9) = ¢ Y £ (4.4)
jvect
var(f|f;,j #14) = o' =07, (4.5)

donde el sufijo “j vec ¢ indica que el pixel j es vecino del pixel 7, denotando los cuatro
pixeles vecinos a distancia 1 del pixel 1.

Considerando una correccion toroidal, los autovalores de la matriz I — ¢IN son

i J . .
Xij =1—2¢ [cos (27TM) + cos (27TN>], i=0,....M—1,7=0,...,N—1, (4.6)

por lo que la densidad de f tiene la forma

1

p(flo) = T (@)

exp {—%a (1 — ¢N)f} : (4.7)

12
donde Zpior () = (H” )\ij) (2m/a)P/?, p = M x N, el tamafio de la imagen.
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(b)

Figura4.1: Realizaciones de los modelos autorregresivos: (a) Condicional Autorregresivo (CAR) (b) Simultdneo

Autorregresivo (SAR).

También consideraremos el modelo autorregresivo simultaneo (SAR: Simultaneous

AutoRegressive), caracterizado por

1

p(fla) = T (@)

exp {—%aft(l _ 6NV (I — 6N) f} , (4.8)

donde para este modelo tenemos Zpior (o) = ([1;; A5;) 1227 /a)P/? ([128]), con p =
M x Ny \;; definidos en (4.6). En la figura 4.1 pueden verse dos realizaciones de los

modelos descritos.

Como acabamos de ver, una forma sencilla de incorporar la suavidad en la luminosi-
dad del objeto es modelizar la distribucion de f mediante (4.8). Es importante destacar
que este modelo es una autorregresion simultanea (SAR) ([128]) y que esta caracterizado
por

(Cf); =€, (4.9)

donde los ¢; son independientes ~ N(0,a~1).

Un estudio en profundidad de la ecuacion (4.9) demuestra que esta expresion no es
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W] l 2%
Wi l 2
Cf=z
W) l 2 — %y
Wh l 2
Wi l 2
Columnas Filas

Figura 4.2: Descomposicion wavelet 2-D del modelo de imagen en cuatro canales

verdadera para imégenes reales. El espectro de Cf normalmente no es plano y la energia
en cada frecuencia no es la misma (igual a a~!). Obviamente, este modelo de imagen
es s6lo una aproximacioén simple.

Consideremos ahora z = Cf y realicemos una descomposiciéon multicanal sobre ella.
Sean w; v wy, filtros especulares en cuadratura (QMF) 1—D basados en las bases wavelet
ortonormales de soporte compacto (|41]), de forma que se puede emplear un conjunto
de coeficientes para definir el otro ([147]). Entonces, la descomposicion subbanda de z
se puede calcular como se describe en la figura 4.2.

Obsérvese que
W, W, + W, W, + W, W, + W), W,, =1, (4.10)

ademas,

waWij = 0, sl uv 7& Zj, (411)

donde W, u,v € {l, h}, son las matrices de coeficientes de tamanio [(M/2) x (N/2)] x

[M x N] empleadas para obtener las bandas z,, (véase la figura 4.2). Es importante
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observar que ahora z,, = Wz, u,v € {l,h}, contiene informacion sobre una parte del
espectro de z.

Consideremos la forma cuadratica que define el modelo de imagen. Podemos ver que

a|Cf|? = af'C'Cf
Para adaptar el modelo de imagen a un enfoque multicanal, y de esta forma incluir

un hiperparametro para cada uno de los canales descompuestos, definimos el siguiente

modelo de imagen

1 1 Zuo ||
p(fla) o ————exp |—3 s [
me’or (Q) 2 u,vez{uﬂ)}
1 1
X e =5 D [WaCH|?| (4.13)
me’or (Q) 2 u,we{l,h}

donde « denota el vector de parametros (o, aqpn, Qnr, Cpn),
~1/2
Zppior(@) =det | Y~ a,,C'W!, W, C (4.14)
u,ve{l,h}
y det[-] denota el determinante.
Debemos observar que el modelo que hemos propuesto puede extenderse a una de-
scomposicion en 4° canales. Sin embargo, por simplicidad de notacion, sélo emplearemos
la descomposicion en cuatro canales. También es importante destacar que el modelo que

estamos proponiendo permite el uso del mismo hiperpardmetro para varias subbandas.

4.3. Modelo de degradaciéon

Como hemos descrito en el capitulo anterior, si consideramos el modelo de formacion
de imagenes de la ecuacion (2.2), con ruido gaussiano aditivo independiente de la senal,

podemos escribir el modelo de degradaciéon como

plelt, 5) o 5% xexp |~ g — e (4.5
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donde g, H y f son la imagen observada, la matriz de emborronamiento y la imagen

original, respectivamente.

4.4. Modelo de hiperparametros

También vamos a hacer uso de distribuciones no informativas a priori sobre los hiper-

parametros, de la misma forma que en el capitulo anterior:

p(a) o< const >0

p(B) o const > 0, (4.16)

lo que nos permitira aplicar el paradigma bayesiano sin disponer de informaciéon sobre

los hiperparametros del problema.

4.5. Restauracion basada en la evidencia usando mod-

elos autorregresivos multicanal

Una vez descritos en las secciones anteriores los modelos de imagen, de degradacion y
de los hiperparametros, en esta seccion procederemos a aplicar el paradigma jerarquico
bayesiano para obtener un algoritmo que realice simultadneamente la estimacion de la
imagen original y de los parametros.

Siguiendo el enfoque basado en la evidencia del paradigma bayesiano descrito en la
seccion 2.4.2.2, los pasos que vamos a seguir para realizar la estimacion de los hiper-

parametros y de la imagen original son los siguientes:

4.5.1. Paso de estimaciéon de los hiperparametros

Seleccionaremos & = (dyy, Qup, Gpr, Qi) y 3 como los estimadores de maxima verosimil-
itud (recordemos que estamos considerando distribuciones impropias para los hiper-

parametros, como hemos indicado en la seccion 4.4) de vy 3 a partir de p(a, f|g), esto
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es

&, 3 = arg max p(a, f[g), (4.17)

donde

pla, Blg) « plgla, ) = / p(Ela)p(glt, B)df (4.18)

f

Si nuestro modelo de imagen es el definido en (4.13) y el modelo de degradacion es

el descrito en (4.15), tendremos

p(ﬂglga ﬁ) (8 /6% X det Z aUUCtWZUWuUC

uwe{l,h}

1 1
X exp [—§ﬁ|]g—HfH2} xexp | = D [WLCE|*| (4.19)

u,ve{l,h}

Por lo tanto, integrando p(f, g|a, 5) en f tendremos que

p(gla, f) ﬁ#xdet Z @wC'W! W C

u,ve{l,h}

1 2 1 2
X /fexp —50llg - HE||" -3 > [[Wau,CE|*| df  (4.20)

uwe{l,h}

Para poder resolver la integral de la expresion anterior, desarrollemos alrededor de
f(@yﬁ):

1 1
§ﬁ\|g—HfH2 t3 Y aw WL CE|* =~

u,we{l,h}
1 a2 1 w8112
2l 4L S [Waore)|

u,we{l,h}

—% (f—feN) | SHH+ Y a,C'WL,W,,C | (f—feP) (421

u,ve{l,h}
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Sustituyendo en la integral de (4.20) tenemos:

1 2 1 2
/f‘exp _§ﬁHg_Hf” _5 Z auvHWqufH df =

u,ve{l,h}
exp {—lﬁng—Hf("“ﬁ)HQ} cop -2 Y [Wacred|?
2 2 uv uv
u,we{l,h}
X / exp %(f—f(o‘ﬂ))t PHHA+ > 0,C'W,,W,,C | (f— @) ]| df
f u,ve{l,h}
_ exp -—lﬁHg—Hf(o"ﬁ)HQ} cop <L Y [WcHed|?
2 2 uv uv
- u,ve{l,h}
- -4
x det [fHH+ > 0,,C'W,W,C| (4.22)
L u,ve{l,h}

con lo que ahora podemos obtener p(a, 3|g):

pla,Blg) x A% xdet| Y @,C'W,LW,C
u,ve{l,h}

x det [(HH+ > a,,C'W,,W,,C
u,we{l,h}

NI

! 1
X exp —55\\g—HfH2} X exp | =3 D [WLCE[*| . (4.23)

u,we{l,h}

Calculemos ahora —2L,(a, 3) = —2log p(a, B|g):

~2logp(a, flg) = —MNlogh —logdet | 3 0, C'WLW,,C
u,ve{l,h}

+ logdet [fH'H+ ) ,C'W,,W,,C
u,ve{l,h}

+ Bllg—HEP+ > au[[W,,CEf|? (4.24)
u,we{l,h}



86 Capitulo 4. Restauracién de imagenes mediante la descomposicion wavelet de modelos de imagen autorregresivos

y derivemos con respecto a au,,u,v € {l,h}, y § para hallar las condiciones que se

cumplen en los maximos. Diferenciando con respecto a 3 e igualando a cero obtenemos:

-1

d[—2logp(a, B)] = tr | [ pH'H + Z a2,y C'W! W,,,C H'H
aﬂ u,we{l,h}
MN

de donde podemos despejar 3:

1
tr | (HH 5,y 00 CWLWLLC) T HUH] 4 g - B
1

51— MN (4.26)

Diferenciando ahora con respecto a «;;,4,5 € {l, h}:

- -1

d[—2logp(a, B)]
Do = —tr > a,C'W.,W,C| CW,W;C
u,ve{l,h}

-1

+ tr || fHH+ ) 0,C'W, W,C| CW,W;C
u,we{l,h}

+ |W,Cf]?=0 (4.27)

Obsérvese que no podemos despejar «;; directamente de la expresion anterior. Sin

embargo, sabemos que:

-1

tr > a,C'W,W,C| CW,W;C
u,we{l,h}
—1

1
—tr > a,C'W,W,C| ;C'W,W;C|, (4.28)

a, .
E u,ve{l,h}
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con lo que tenemos:
~1

0[—-21 1
[ ng(g’ 6)] = —tr Z OéuUCtW,Z,UWUUC aithWEszjC

K 4 u,ve{l,h}

-1

+ tr ||pH'H+ > 0,C'W,W,C| CW,W,;C
u,ve{l,h}

+ [WyCt|* =0, (4.29)
de donde podemos despejar «;;, obteniendo:

-1
Wi CF|[ + tr [(ﬁHtH + e QwC WL, W, C) ctw;?jwijc}

-1
ij

1
tr {(zwe wn aquthquvC) aUCtW;ﬁjWijc}
(4.30)

Es interesante observar que, si empleamos el mismo hiperpardmetro para algunas de

las subbandas, las ecuaciones (4.26) y (4.26) son también faciles de calcular.

4.5.2. Paso de estimaciéon de la imagen original

Estudiemos ahora el paso de restauracion de la imagen. Una vez estimados los hiper-
parametros, au,,u,v € {l,h}, y [, la estimaciéon de la imagen original, f(d By S€ selec-

ciona como la imagen que satisface
£, = argmin > G | W CE | +3 || g — HE ||, (4.31)
uve{lh}

esto es, para estimar la imagen original resolveremos:

> a.,C'W.,W,C+pHH|f=3Hg, (4.32)

u,ve{l,h}

haciendo uso de los valores estimados para los hiperparametros en el paso anterior.
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Obsérvese que estamos estimando los hiperparametros mediante maxima verosimili-
tud y que la estimacion de f se realiza mediante el mdzimo a posteriori (MAP). Ademés,
aunque los pasos anteriores sean independientes, el esquema interativo que vamos a pro-

poner a continuacién obtiene ambas estimaciones de forma simultanea.

4.6. Algoritmo de restauracion multicanal con esti-
macién simultianea de los hiperparametros basa-
do en la descomposicion de modelos autorregre-

S1VOS

Formularemos ahora el algoritmo resultante del anélisis basado en la evidencia que
hemos desarrollado a lo largo del capitulo, que estard formado por dos pasos, uno
de estimacion de los hiperparametros basado en las ecuaciones (4.26) y (4.26), donde
los términos de la derecha de cada ecuacion se obtendrian a partir de los valores de
la iteracion anterior, y otro de estimacion de la imagen original basado en la ecuaciéon
(4.32) en el que se harfa uso de los parametros que acabamos de estimar. Estableceremos
como criterio de convergencia que ka“ — f’“” / Hf’“” < p, con p una constante positiva

cercana a 0.

Algoritmo 4.1 Restauracién multicanal basada en la descomposicién de mod-

elos autorregresivos
1. Escoger una solucion inicial, £°, o y 3°
2.  Repetir

a) FEstimacion de hiperpardmetros: Calcular ot uv € {I,h} y B* a partir de

ok, uv € {I,h}, B* y £

N [@kHtH Y 5 C WL WLC) B HtH} + || — HfF||?

-1
(6k+1> _ T
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-1
W CEE || + tr [(ﬁ'foH e iy 05 CWL W, C) wagjwijc}

-1
tr [(zwe wn aﬁUthgUch> a;fJ.thng,-jc}

b) Estimacion de la imagen: Calcular £¥%% a partir de o&ft uv € {I,h} y FL:
-1
fEHL — Z oF IOt WE w,,C —|—ﬁk+1HtH ﬁkJrlHtg

uwe{l,h}

hasta que |[f¥T0 — £5|| / ||£%]] < p.

Es importante observar que, al igual que en el caso del algoritmo propuesto en el
capitulo anterior, podemos formular este algoritmo a través de la descomposicion mul-
ticanal de las matrices involucradas (véase el apéndice B), de manera que podremos
convertirlas en matrices circulantes por bloques (CB) o matrices por bloques circu-
lantes (BC), lo que nos permitira diagonalizar por bloques estas matrices mediante el
uso de la DFT, pudiendo realizar implementaciones rapidas de las operaciones en el

dominio frecuencial.

4.7. Resultados experimentales

Para mostrar el comportamiento del algoritmo propuesto, hemos usado las mismas
imagenes empleadas en el capitulo anterior, baboon, harboury lena, que poseen diferentes
caracterfsticas en cuanto a actividad espacial.

Hemos ejecutado el algoritmo propuesto sobre cada una de las imagenes, degradadas
segtin el modelo de formacion de la seccidon 2.2, con emborronamiento por movimiento
horizontal de 9 pixeles y emborronamiento por desenfoque con radio R = 4,5 (véase la
seccion 2.2.1) y ruido gaussiano aditivo con diferentes varianzas para obtener SNRs de
10dB, 20dB, 30dB y 40dB (véase la ecuacion (2.30)). No hemos observado problemas
de convergencia en ninguna de las ejecuciones del algoritmo realizadas, alcanzando
el criterio de convergencia practicamente en la totalidad de los casos antes de las 10

iteraciones.
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puerto lena

Figura 4.3: Imagenes empleadas como banco de pruebas.
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Como ya hemos comentado en la seccion 2.2.3, vamos a emplear la métrica de la
mejora en la relacion senal-ruido (ISNR), definida en 2.30, para poder medir de forma
objetiva la calidad de los resultados obtenidos, recordando siempre que esta medida
no refleja las caracteristicas del sistema visual humano. De hecho, observaremos en
los experimentos algunas “contradicciones” entre los valores de ISNR obtenidos y la

observacion de las restauraciones generadas.

En las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran las estimaciones de los pardmetros obtenidas
mediante el algoritmo propuesto para las tres imégenes consideradas. Para poder com-
parar los resultados obtenidos en la estimacién de los parametros incluimos en las
tablas 4.4, 4.5 y 4.6 los resultados obtenidos mediante el algoritmo bayesiano jerarquico
monocanal con estimacion de los pardmetros por maxima verosimilitud propuesto en
[93] empleando como modelo a priori p(fla) oc exp [—2||CE|*]. Se puede comprobar
que en la mayoria de los casos el método propuesto en [93] infraestima la varianza del
ruido, mientras que el método que proponemos hace estimaciones mas cercanas a los
valores reales de 571 (salvo algunos casos en los que la varianza del ruido es baja, en

los que sobreestima ligeramente la varianza del ruido al alcanzar la convergencia).

En las figuras 4.4 a 4.9 se muestran algunos de los resultados obtenidos. La figura 4.4
muestra la imagen observada, degradada por emborronamiento por movimiento lineal
y ruido gaussiano para obtener una SNR de 20dB, la restauraciéon obtenida con el
algoritmo propuesto en |93] y la obtenida mediante el algoritmo que proponemos.La
solucion obtenida mediante el algoritmo multicanal elimina mejor el ruido, aunque se
ha perdido parte de la informacién correspondiente a las fronteras de la imagen y ésta se
observa algo menos resuelta. Observamos que este fenoémeno también se producia en el
algoritmo propuesto en el capitulo anterior y que, al igual que antes, se debe a los bajos
valores que el método estima para las bandas LH, HL y HH, lo que viene causado
porque al minimizar la ecuacion (4.31), los altos valores de v, u,v € {l, h} hacen que
el método tienda a minimizar especialmente los términos correspondientes a las bandas
de frecuencias altas. En la figura 4.5 pueden observarse resultados similares para la
misma imagen de prueba con emborronamiento por desenfoque uniforme con R = 4,5.

No obstante es interesante destacar que en este caso el algoritmo multicanal obtiene
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menores valores de ISNR que el algoritmo monocanal, lo que demuestra la importancia

de un criterio subjetivo a la hora de valorar los resultados.

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestran los resultados obtenidos para la imagen puerto
para los dos emborronamientos considerados. Podemos ver que, de nuevo, los resultados
obtenidos por el algoritmo multicanal son mejores en términos de eliminaciéon de ruido
aunque de nuevo se observa que las imégenes pierden informaciéon de fronteras en el
proceso de estimacion. Las caracteristicas particulares de la imagen hacen que resulte
especialmente observable este hecho, asi como que también hacen que se produzca
un fenéomeno de ringing, debido a la alta correlacion existente entre las bandas de la
transformada wavelet y al hecho de que en las bandas de frecuencias altas algunas de

las fronteras han sido eliminadas.

En las figuras 4.8 y 4.9 podemos ver las restauraciones obtenidas para la imagen
lena. Las caracteristicas particulares de esta imagen (baja actividad o bajo nivel de
pequenos detalles) hacen que en este caso los resultados sean, desde un punto de vista
subjetivo, particularmente evidente la mejora aportada por el algoritmo multicanal, lo
que se puede comprobar a través de las cifras correspondientes a ISNR que podemos
observar en la tabla 4.9. De nuevo, el fenémeno del ringing resulta més evidente en las
restauraciones obtenidas con nuestro método debido a que éste elimina mejor el ruido,

estando también presente en las restauraciones obtenidas con el algoritmo monocanal.

Podemos ver que el principal problema que plantea el algoritmo propuesto es la
infraestimacion de las varianzas de las bandas altas, lo que hace que parte de la infor-
macion de fronteras de la imagen se pierda en el proceso de restauracion al intentar
eliminar el ruido, dominante en estas bandas. Por ello, y gracias a la flexibilidad del
modelo de imagen propuesto, hemos realizado un experimento adicional en el que hemos
modificado el algoritmo de manera que usemos un tinico pardmetro para las tres bandas

de altas frecuencias (y naturalmente otro para la banda LL).

En la tabla 4.10 se muestran las ISNRs obtenidas para la imagen mandril para los
dos emborronamientos y los diferentes niveles de ruido considerados en los experimentos
anteriores. Podemos ver que en todos los casos se obtienen valores iguales o superiores

a los que se muestran en la tabla 4.7. La figura 4.10 muestra los resultados obtenidos.
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Podemos ver que el uso de un tnico parametro para las tres bandas altas proporciona
restauraciones libres de ruido pero con méas informacion de fronteras y més resueltas,

que resultan también mejores desde un punto de vista subjetivo.



94 Capitulo 4. Restauracién de imagenes mediante la descomposicion wavelet de modelos de imagen autorregresivos

Emborronamiento | SNR (varianza) | (7! arp | oty | oann | gy
Movimiento 30dB (1,0) | 3,79 | 197,80 | 1,25 | 637,90 | 2,83
L=9 20dB (10,8) 13,92 | 184,96 | 3,96 | 603,11 | 9,06

10dB (121,0) | 124,14 | 189,83 | 33,43 | 547,76 | 78,29

Desenfoque 30dB (1,0) 1,70 | 157,36 | 0,41 | 0,51 | 0,79
R=45 20dB (9,0) | 9,70 | 159,14 | 2,57 | 2,68 | 583

10dB (100,0) 99,81 | 209,79 | 27,05 | 27,18 | 62,94

Tabla 4.1: Estimacion de pardmetros del algoritmo propuesto para la imagen mandril.

Emborronamiento | SNR (varianza) | (7! arr | arh | agn | oy
Movimiento 30dB (1,44) | 2,39 | 19457 | 0,84 | 646,73 | 1,37
L=9 20dB (16,0) 16,30 | 211,18 | 4,76 | 809,47 | 10,47

10dB (144,0) | 140,85 | 245,79 | 38,88 | 1041,41 | 90,56

Desenfoque 30dB (1,21) 1,76 | 162,17 | 0,40 0,58 0,74
R=45 20dB (12,25) | 12,78 | 17384 | 3,39 | 358 | 7,67

10dB (121,0) | 120,77 | 216,15 | 32,65 | 32,98 | 75,94

Tabla 4.2: Estimacion de pardmetros del algoritmo propuesto para la imagen puerto.

Emborronamiento | SNR (varianza) | (7! arr | arh | ags | oagly
Movimiento 30dB (1,44) | 2,57 | 113,69 | 0,83 | 30,13 | 1,37
L=9 20dB (16,0) 20,97 | 110,96 | 5,81 | 25,36 | 12,85
10dB (144,0) | 193,85 | 125,66 | 53,31 | 41,94 | 123,39

Desenfoque 30dB (1,21) 2,07 | 127,79 | 0,59 | 0,55 | 1,19
R=45 20dB (12,25) 20,15 | 154,24 | 5,54 | 5,46 | 12,68

10dB (121,0) | 194,48 | 200,41 | 52,95 | 52,68 | 122,93

Tabla 4.3: Estimacion de pardmetros del algoritmo propuesto para la imagen [ena.
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-1

Emborronamiento || SNR (varianza) | (7! o
Movimiento 30dB (1,0) 0,74 | 1038,19
L=9 20dB (10,8) 8,01 | 1420,83
10dB (121,0) | 104,34 | 2284,32
Desenfoque 30dB (1,0) 0,76 | 1414,67
R=45 20dB (9,0) 7,62 | 2363,06
10dB (100,0) 92,90 | 4491,07

Tabla 4.4: Estimacion de parametros del algoritmo monocanal para la imagen mandril.

-1

Emborronamiento || SNR (varianza) | (37! o
Movimiento 30dB (1,44) | 084 | 90531
L=9 20dB (16,0) | 11,05 | 1478,52
10dB (144,0) | 122,29 | 247596
Desenfoque 30dB (1,21) 0,87 | 1365,97
R=45 20dB (12,25) | 10,44 | 2489,72
10dB (121,0) | 113,06 | 4560,07

Tabla 4.5: Estimacion de pardmetros del algoritmo monocanal para la imagen puerto.

Tabla 4.6:

-1

Emborronamiento || SNR (varianza) | (7! o
Movimiento 30dB (1,44) | 1,16 | 603,05
L=9 20dB (16,0) 15,09 | 1041,59
10dB (144,0) | 173,75 | 1768,49
Desenfoque 30dB (1,21) 1,46 | 1166,29
R=45 20dB (12,25) 17,74 | 2323,77
10dB (121,0) | 185,81 | 4174,95

Estimacion de parametros del algoritmo monocanal para la imagen lena.
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Tabla 4.7:

Tabla 4.8:

Tabla 4.9:

Emborronamiento || SNR (varianza) | Propuesto | Monocanal
Movimiento 30dB (1,44) 3,23 6,11
L=9 20dB (16,0) 2.19 1,61
10dB (144,0) 1,37 ~0,19
Desenfoque 30dB (1,21) 1,68 2,24
R=45 20dB (12,25) 1,09 0,35
10dB (121,0) 0,84 1,6

ISNRs obtenidos para la imagen mandril con el algoritmo propuesto y el algoritmo monocanal.

Emborronamiento || SNR (varianza) | Propuesto | Monocanal
Movimiento 30dB (1,44) 3,88 3,50
L=9 20dB (16,0) 2,09 0,60
10dB (144,0) 1,51 122
Desenfoque 30dB (1,21) 2,57 2,04
R=45 20dB (12,25) 1,68 —0,501
10dB (121,0) 1,35 ~151

ISNRs obtenidos para la imagen puerto con el algoritmo propuesto y el algoritmo monocanal.

Emborronamiento || SNR (varianza) | Propuesto | Monocanal
Movimiento 30dB (1,44) 5,73 4,14
L=9 20dB (16,0) 3,93 0,86
10dB (144,0) 3,48 0,83
Desenfoque 30dB (1,21) 4,59 0,70
R=45 20dB (12,25) 9,77 1,40
10dB (121,0) 2,83 ~1.21

ISNRs obtenidos para la imagen [ena con el algoritmo propuesto y el algoritmo monocanal.
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Emborronamiento | SNR (varianza) | Algoritmo propuesto (2 parametros)
Movimiento 30dB (1,44) 6,35
L=9 20dB (16,0) 2,65
10dB (144,0) 1,34
Desenfoque 30dB (1,21) 1,70
R=45 20dB (12,25) 1,11
10dB (121,0) 0,83

Tabla 4.10: ISNRs obtenidos para la imagen mandril con el algoritmo propuesto usando sélamente dos

parametros, uno para la banda L L y otro paralas bandas LH, HLy HH.
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Figura 4.4: (a) Imagen mandril degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 20dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracién con el algoritmo propuesto
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Figura4.5: (a) Imagen mandril degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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Figura 4.6: (a) Imagen puerto degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracién con el algoritmo propuesto
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Figura 4.7: (a) Imagen puerto degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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(c)

Figura 4.8: (a) Imagen lena degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano

(SN R = 20dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracién con el algoritmo propuesto
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NS A W s

(c)

Figura 4.9: (a) Imagen lena degradada por emborronamiento por desenfoque uniforme y ruido gaussiano

(SN R = 30dB), (b) Restauracién monocanal (c) Restauracion con el algoritmo propuesto
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Figura 4.10: (a) Imagen mandril degradada por emborronamiento por movimiento lineal y ruido gaussiano
(SN R = 30dB), (b) Restauracién con el algoritmo propuesto (4 pardmetros) (c) Restauracion

con el algoritmo propuesto (2 parametros)



Capitulo 5

Reconstruccion de imagenes de alta

resolucién con multisensores

The most exciting phrase to hear in science,
the one that heralds new discoveries,

is not “Eureka!” but “That’s funny...”

Isaac Asimov (1920-1992)

5.1. Introduccion

En los dos capitulos anteriores hemos utilizado las descomposiciones matriciales de-
scritas en los apéndices A y B para realizar una descomposicion subbanda de las ima-
genes y formular modelos de imagenes en base a cada una de estas subbandas. Dicha
descomposicion nos ha permitido abordar tanto la restauraciéon de la imagen original
como la estimacion de los parametros asociados al problema de una forma eficiente.

En este capitulo veremos como de nuevo la descomposicién de senales descrita en los
apéndices nos permite abordar eficientemente la reconstruccién de una imagen de alta
resolucion a partir de varias observaciones de baja resolucion.

Durante las dos tdltimas décadas se ha investigado sobre el problema de la recon-
struccion de imagenes de alta resolucion a partir de de fotogramas de la misma escena
submuestreados, desplazados y degradados con errores de desplazamiento a nivel subpix-

el. Desde el trabajo pionero de Tsai y Huang ([146]), los investigadores, principalmente

105
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ingenieros, se han centrado en la formulacion del problema de alta resolucién como un
problema de reconstruccion (véase [19] para una completa revision) o como un proble-
ma de reconocimiento (véanse [5], [6], [47] y también [30]). La comunidad astronomica
también ha trabajado en el problema de alta resolucién y ha proporcionado el método
Drizzle para reconstruir imagenes de alta resolucion (véase [48]). Sin embargo, como se
detalla en [19], no se ha dedicado mucho esfuerzo al calculo eficiente de la reconstruccion

o a la estimacion de los parametros asociados.

Bose y Boo ([20]) hacen uso de una descomposicién en matrices por bloques circu-
lantes para calcular la reconstruccion MAP. Chan et al. (|31], [32], [33]) v Nguyen (|114],
[115], [117]) emplean precondicionamiento y wavelets, ademas de la descomposicion en
matrices por bloques circulantes. El calculo eficiente de la reconstruccion MAP también

ha sido abordado por Ng et al. ([112], [113]) v Elad y Hel-Or (|46]).

Solo los trabajos de Bose et al. (|21]), Nguyen ([116], [114], [117], [118]) y en parte
[33] v [142], [144] y [143] tratan el problema de la estimacion de parametros. Ademas, en
estos trabajos se supone el mismo pardmetro para todas las imagenes de baja resolucion,
aunque en el caso de |21] el método propuesto se puede extender para hacer uso de

diferentes parametros para las imagenes de baja resolucion (véase [13]).

Sea f la imagen de alta resolucion de tamanio (M; x M) X 1y sea g1 2 la imagen de
baja resolucion (Ny x Ny) x 1 observada por el (I1,12)-ésimo sensor, (I1,12) € {0,...L—
1}2, descrita en la seccion 2.3.1. Nuestro objetivo serd reconstruir, mediante la aplicacion
del paradigma bayesiano, f a partir del conjunto de observaciones de baja resoluciéon
{gnne | (11,12) €{0,... L — 1}*} .

Como ya se ha descrito en la seccion 2.4, el primer paso en el paradigma bayesiano
es la definicion de una distribucion a priori, una distribucion de probabilidad sobre las
imagenes de alta resolucion, f, p(f|a). Es aqui donde incorporamos informacion sobre
la estructura esperada de f. Nuestro modelo serd brevemente descrito en la seccién
f, Bi142) la distribucion de probabilidad

de la imagen observada de baja resolucion g si f fuera la “verdadera” imagen de

5.2. También es necesario especificar p(g o

alta resolucién. El modelo de observacion se describe en la seccidon 5.3. Estos mode-

los de imagen y de alta a baja resolucion dependen de pardmetros desconocidos, o y



5.2. Modelo de imagen 107

B, (11,12) € {0, ... L—1}* que debemos estimar. La estimacion de la imagen de alta
resolucion, asi como de los parametros del modelo se encuentran en la seccion 5.4. La

seccion experimental 5.5 concluye este capitulo.

5.2. Modelo de imagen

La informacién que vamos a incorporar sobre la estructura esperada en la imagen
de alta resolucion hara referencia a la suavidad de la imagen, por lo que vamos a hacer
uso del modelo simultaneo autorregresivo (SAR) descrito en la seccion 4.2, que ha sido
caracterizado en la ecuacion (4.8). Es interesante observar que, desde el punto de vista
de la regularizaciéon, el modelo SAR impone restricciones sobre la segunda derivada.

Asi pues, nuestro modelo de imagen sera

1 I . tor _
mexp{—§af(l oN)" (1 ¢N)f}, (5.1)

donde Zpyior(a) = (T, ; A}) /22w /a)P/?, con p= M x N y

p(fla) =

/\ij:1—2¢{cos(2ﬂﬁ)+cos(2W%>}, i=0,....M—1,§=0,... N—1.

5.3. Modelo de degradaciéon

Teniendo en cuenta el modelo de formacion descrito en la seccion 2.3.1, en particular

a partir de la ecuacion (2.25), tenemos

p(gll,lQ‘f, 6[1,[2) X 6 12

1
Z(ﬁ—“ﬂ) exp [ l|lgi12 — Wipof|| } (5.2)

donde Z(Byi2) = (21/ B o) N2
Recordemos que notamos por g la suma de las imagenes de baja resoluciéon super-

. L1
muestreadas, es decir, g = S0 377 o D%, .8y Entonces tendremos

L-1L-1
p(g|f, B) o 7 ! Zoone B) exp [—— Z Z Biniz |12 — Wi iof || ] (5.3)

11=012=0
donde ﬁ = (ﬁl”g | (11,12) € {0,..., L — 1}?) es un vector de pardmetros y Znoise(3) =

Hll 0 12 0 (@1[2)
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5.4. Reconstrucciéon de imagenes de alta resoluciéon

basada en la evidencia

Los pasos que seguiremos para estimar los parametros, o y 3, y la imagen original

son los siguientes:

5.4.1. Paso de estimacién de los parametros

En primer lugar, & y é = (3“712](11, 12) €{0,...,L— 1}2) se seleccionan como

éz,@ = arg méﬁx Lg(a, B) = arg m%x log p(gla, B), (5.4)
donde
elo.g) = [ pltl)n(eit. Bt (55)

5.4.2. Paso de estimacién de la imagen original

Una vez que se han estimado los pardmetros, la estimacion de la imagen original

f( a,8) S€ elige como la imagen que satisface

L—1L—1
f(d@ = arg mfl’n {54 HCfHQ + Z Z Bingz gz — Wll,leHQ} ) (5.6)
11=012=0
lo que produce
g L-1L-l
f(d@ =Q (@@) Z Zﬂll,lQWfl,IZgll,l% (5.7)
11=012=0
donde
X L-1L-1
Q(&,3) =6C'C+ > > B1eWh Wi (5.8)
11=012=0

Obsérvese que estamos usando méxima verosimilitud para estimar los parametros
y el MAP para estimar f. Ademas, aunque los pasos anteriores son independientes, el
esquema propuesto realiza ambas estimaciones simultidneamente.

El proceso de estimacion que estamos empleando podria realizarse dentro del llamado
enfoque bayesiano jerarquico (véase la seccion 2.4) mediante la inclusion de distribu-

ciones a priori sobre el parametros & y el vector de parametros desconocidos (3. Sin
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embargo, la posibilidad de incorporar conocimiento adicional sobre ellos a través de
distribuciones gamma u otras no se discutird en esta memoria(véase [53], [97]).
Examinemos el proceso de estimacion en detalle. Fijando o y § y expandiendo la

funcion
L-1L-1

M(f,gla, B) = [CEI* + > > B g — Wapf|?, (5.9)

11=0 12=0
alrededor de f(, ), tenemos

M(f, gla, 3) = M (f(a,@, g|a,g> n % (f . f(aﬁ))t Q(a, B) (f - f(a@> . (5.10)

Por lo tanto,

p(gla, B)
- = {Z_IDM(:;C;ﬂZ)g‘OZﬂE)})/Z} /f exp {—% (f~fes) Q.5 (£ f‘“’ﬁ’>} *
exp{_M(f(aﬁagW B)/2 }| (B

- Zprior( ) nozse(é) ' (511)

Tenemos entonces

) = —OéHCf(a,gH 22@112

012=0
—log }Q(Oz,ﬁ | — 210g Zprior(@) — 2108 Zpoise() + const.

2Lg(a,

=)

g — Wi le (a,3) H

Diferenciando ahora —2Lg(a, ) con respecto a « y 3 para encontrar las condiciones

que se satisfacen en los maximos, tendremos

2 M, x M.
HCfm@H +1r[Qa.f)7'CIC) = =, (5.12)
2 N; x N.
Hgll,lz—Wluzf(a@H +tr [Qa, B) Wiy W] = 1@—[2 (5.13)
1,12

11,12=0,...,L—1.

Se propone el siguiente algoritmo para la estimaciéon simultanea de los parametros y

la imagen de alta resolucion.
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Algoritmo 5.1 Algoritmo de reconstruccion de imagenes de alta resoluciéon

basado en la evidencia
1. Elegir o y °.

2. Calcular £,0 goy usando (5.7) con & =a’ y é = (3°, es decir,

L1L1

f(do,é‘)): < ) Zzﬁnm 111281125

11=012=0

3. Parak=1,2,...

a) Calcular o y ék sustituyendo o1 y @k_l en la parte izquierda de las ecua-

ciones (5.12) y (5.13):

gt [Q(af71, g~ CiC]

HCf(akilvﬁkil)

YT
(Oé ) N M1 X M2
2
(B ,) " = |2 = Winiafigss g ||+t [QUM 857 W ;Wi
11,12 - N1 % ]\72
b)  Calcular £,x gy mediante (5.7) con & = y 3= JEAE

L L-1L-
L1 »k—1
f(d’“,[?k) :Q<O‘k 17@ ) ZZ 1, l2Wllngll 125

hasta que || £,x gry — a1 grry IS p
Vamos a realizar ahora algunos comentarios sobre estas ecuaciones:

= Si se emplea el mismo parametro para algunas de las observaciones de baja resolu-
cion, las ecuaciones (5.12) y (5.13) resultan mas faciles de resolver. En particular,
si todas las varianzas del ruido se suponen iguales, es decir, si 512 = 3, VI1, (2,

la ecuacion (5.13) se convierte en

L—-1 L-1
My x M.
ZZ (Hgll 12 _Wll leQﬁ H +tr ) 1Wll ZQWll l2:|> = %
11=012=0
(5.14)

Obsérvese que [ hace referencia aqui a un valor y no deberia confundirse con j3,

que denota un vector de parametros.
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= Puesto que

L—1L-1
atr [Q(a, B)'C'Cl + > Y Bratr [Qav, B) Wiy s Wi ] = tr [Ta wans)
11=012=0
(5.15)
haciendo uso de las ecuaciones (5.12) y (5.13) tenemos que
2
o||Cus) [Q(a, 3)7'C'C] = My x M,
y
L—1L-1
> Bue ng 12 — Wi ief(a,g) H +Z Z Binaatr [Q(e, B) "Wy 1o Wi o] = Myx M,
11=012=0 11=012=0
Asi vemos que la estimacion por méaxima verosimilitud (mle), verifica,
, L-1L-1 )
o HCf(a,g)H +)0> B ng,lz - Wz1,z2f(a,g)H = M, x My, (5.16)

11=012=0

lo que significa que una parte de las observaciones se emplea para calcular la
adaptacion al modelo a priori (aHCf(a@\F), y otra parte se usa para el ajuste
con el proceso de alta a baja resolucion (Bi12 (|82 — Wil l? 11,12 =

0,...,L—1).

» El algoritmo 5.1 es, de hecho, un algoritmo EM ([44]) con datos completos X* =
(f*,g") y datos incompletos ) = g = [0 I]*X. Los pasos 3a y 3b incrementan

iterativamente Lg(c, 3) (véase [109] para mas detalles).

= Podemos observar que para encontrar la estimacion MAP necesitamos inver-
tir Q(a, ) y para estimar los pardmetros tenemos que calcular para [1,[2 =
0,...,L —1los valores de tr[Q(a, 3)"'C'C] y tr[Q(cv, ) ""W7; 1, Wiy 10]. En [109]
se muestra como estos calculos pueden realizarse de forma eficiente en el dominio
de las frecuencias empleando propiedades de las matrices circulantes por bloques

(véase apéndice B).
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5.5. Resultados experimentales

Se ha realizado una serie de simulaciones con el algoritmo propuesto sobre un conjun-
to de imégenes. Presentamos aqui resultados con dos imagenes, evaluando el rendimiento
del método propuesto bajo diferentes condiciones de ruido y comparandolo con otros
enfoques existentes para estimar los parametros.

Para todos los experimentos realizados, se ha hecho uso del criterio || £,k gr) —
fiar—1 ge1y [I2 /1l £ar—1 gr-1) > < 107° para terminar el algoritmo iterativo. Dado f° = g,

calculamos )
(o)t ICEI
M1 X MQ

0 -1 ng,lz - Wn,lzfoHQ
(ﬁll,ZQ) - Nl X N2

en todos nuestros experimentos, donde g se ha definido en la ecuacion (2.28). El
rendimiento de los algoritmos de restauracion se ha evaluado midiendo la mejora de
la relacion senal-ruido (ISNR), definida en la ecuacion (2.30).

Hemos comparado el algoritmo propuesto con los métodos de Validacion Cruzada
Generalizada (GCV: Generalized Cross-Validation) ([117]) y de la L-curva ([21]). Ambos

métodos estiman la imagen de alta resoluciéon mediante

L-1L-1
s ) 9 B 2
f\ = arg min {)\HCfH + Z Z 812 — Wi of| } ; (5.17)

11=012=0

donde A se escoge usando los métodos de GCV ([117]) o de la L-curva (|21]). Los
valores respectivos de A se notaran A\gov ¥ AL_curva- Véase [51] para una descripcion
de la Validacion Cruzada Generalizada y de otros métodos para escoger el pardmetro
de regularizaciéon en problemas de restauraciéon de iméagenes.

Obsérvese que los métodos de la L-curva y GCV estiman un tnico parametro.
Este corresponde al problema de baja a alta resoluciéon en el que se supone la mis-
ma varianza del ruido para todas las imagenes de baja resolucion (véase la ecuacion
(2.25)). Obsérvese también que seleccionar la imagen de alta resolucién de acuerdo a la

ecuacion (5.17) es lo mismo que encontrar la solucion de la ecuacion (5.6) con o = Ay

Pz = B VIL, 2.
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Se ha dedicado un primer experimento a comprobar el rendimiento del método prop-
uesto bajo diferentes condiciones de ruido en las imégenes de baja resolucion. La imagen
256 x 256, f, mostrada en la figura 5.1 ha sido emborronada empleando la funciéon de
emborronamiento definida en la ecuacion (2.22) con L = 4, lo que produjo la imagen
u = Hf. Entonces u fue submuestreada con L; = Lo = 4, obteniendo las dieciséis

imégenes de baja resolucion 64 x 64

256
i a(z,y) = uw(lix + 11, Lyy + 12) x,y=20,..., -~ 1, 11,12=0,...,3. (5.18)

Se ha anadido ruido gaussiano con la misma varianza, esto es, G0 = 5,VI1,(2 a
cada una de las imagenes de baja resolucion para obtener tres conjuntos de dieciséis
imégenes de baja resolucion degradadas. La varianza del ruido para cada conjunto se fijo
a 161,29, 14,44 y 1,44, respectivamente, obteniendo asi una SNR de aproximadamente
10dB, 20dB y 30dB en las imagenes de baja resoluciéon de cada conjunto.

La figura 5.2 muestra las reconstrucciones para el caso de 30dB SNR. La figura 5.2a
muestra la imagen ggo supermuestreada por duplicacién de pixeles (véase la ecuacion
(2.25)). Cada una de las iméagenes de baja resolucion de cada conjunto fue interpola-
da bilinealmente para obtener una imagen 256 x 256. La mejor en términos de ISNR
se muestra en la figura 5.2b. La imagen inicial, f°, se muestra en la figura 5.2c. La
figura 5.2d representa la imagen de alta resolucion estimada mediante el algoritmo
propuesto cuando se consideran dieciséis parametros del ruido. La imagen de alta res-
olucién obtenida mediante el método propuesto con el mismo parametro de ruido para
las dieciséis observaciones de baja resolucion, véase la ecuacion (5.14), es casi idéntica
y no se incluye aqui. Las figuras 5.2e y 5.2f muestran las imagenes obtenidas estimando
la imagen de alta resolucion haciendo uso de los valores de los parametros seleccionados
por los métodos de GCV y de la L-curva, respectivamente. A partir de estas figuras que-
da claro que el algoritmo propuesto proporciona las reconstrucciones de mayor calidad
visual.

Para validar el algoritmo de estimacion de parametros propuesto en una serie de
simulaciones, se han generado diez realizaciones para cada nivel de ruido. La tabla 5.1

muestra los valores medios de ISNR para los diferentes métodos considerados. A partir
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de esta tabla podemos ver que el método propuesto mejora la SNR incluso con ruido
severo, aunque se logran mayores mejoras conforme el ruido disminuye. La ISNR obteni-
da por el algoritmo propuesto es mayor que las obtenidas por los métodos de GCV y de
la L-curva, produciendo resultados menos ruidosos. En la tabla 5.1 hemos incluido la
ISNR obtenida por el método propuesto cuando se usa uno y dieciséis parametros. Los
resultados son casi idénticos en ambos casos, validando asf el proceso de estimacion. La
tabla 5.1 también muestra la desviacion estandar de las diez ISNRs obtenidas por el
algoritmo propuesto con uno y dieciséis pardmetros y el nimero de iteraciones requeri-
das.

Los parametros estimados del modelo de imagen y sus desviaciones estandar, entre
paréntesis, para los tres conjuntos de imagenes con un parametro de ruido fueron o=t =
217 (1.0), a1 =192,3 (1.4) y a~! = 198,5 (2.1), respectivamente. Los correspondientes
parametros de ruido medios para las imagenes de baja resolucion se muestran en la
tabla 5.2, junto con sus desviaciones estandar. Al estudiar estas tablas podemos concluir
que el algoritmo propuesto proporciona buenas estimaciones de las varianzas del ruido de
las imagenes de baja resolucion. Los resultados de la estimacion de dieciséis parametros
de ruido, uno para cada imagen de baja resoluciéon, también fueron muy cercanos a sus
valores reales. Para comparar el método propuesto con los enfoques de GCV y de la
L-curva, hemos incluido en la tabla 5.2 el valor equivalente de A obtenido por nuestro
método cuando se estimaba s6lo un parametro de ruido. Podemos ver que tanto la
GCV como la L-curva obtienen menores parametros de regularizaciéon y por lo tanto

reconstrucciones més ruidosas.

La figura 5.3 muestra la evolucion de la ISNR para los tres conjuntos de iméigenes
de baja resolucion. Obsérvese que la mayoria de la mejora se obtuvo en las primeras

iteraciones. Cada iteracion consumi6 15.5 segundos en un ordenador Pentium IV 1700.

Se realiz6 también un segundo experimento para comprobar el algoritmo propuesto
cuando se emplean diferentes varianzas del ruido en las observaciones de baja resolu-
ci6on. La imagen original de la figura 5.1 fue emborronada y submuestreada como en
el experimento anterior y se le anadi6 ruido gaussiano a cada imagen de baja resolu-

cion para obtener un conjunto de dieciséis imagenes de baja resoluciéon con didferentes
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caracteristicas de ruido, con SNRs de 10dB, 20dB o 30dB seleccionadas aleatoriamente
(véase la tabla 5.3). Al igual que en el experimento anterior, se generaron diez realiza-
ciones del ruido. La figura 5.4a muestra la imagen g o supermuestreada por duplicaciéon
de pixeles. La interpolacion bilineal se muestra en la figura 5.4b. Las figuras 5.4c y 5.4d
muestran los resultados obtenidos por el algoritmo propuesto estimando uno y dieciséis
parametros del ruido, respectivamente, y las figuras 5.4e y 5.4f muestran los resultados
con los procedimientos de GCV y de la L-curva. Queda claro a partir de las imagenes
que el método propuesto supera a los otros métodos considerados, tanto en el caso de
uno como de dieciséis pardmetros del ruido. El mejor resultado desde el punto de vista
visual se obtiene cuando se estima un parametro de ruido para cada imagen de baja

resolucion.

En la tabla 5.4 se muestra la ISNR obtenida por el algoritmo propuesto estimando
uno y dieciséis parametros, y también mediante los métodos de GCV y la L-curva.
Podemos ver que incluso cuando el algoritmo propuesto estima sélo un parametro de
ruido se obtienen mejores resultados que con los otros métodos. La ISNR obtenida
por el algoritmo propuesto con dieciséis parametros es claramente el mejor resultado
logrado. Podemos ver también en esta tabla el nimero de iteraciones requeridas por
el algoritmo propuesto para satisfacer el criterio de convergencia. La tabla 5.4 muestra
también los valores estimados de A por el método propuesto cuando se estima un tinico
parametro del ruido y por GCV y la L-curva. Se puede ver que tanto GCV como la

L-curva obtienen ISNRs significativamente menores que el método propuesto.

El valor medio del pardmetro del modelo de imagen estimado por el algoritmo
propuesto es a~! = 182,8, con desviacién estandar 3,1, cuando se estimaba un tini-

1 = 203,9, con desviacion estandar 1,0, cuando se han estimado

co parametro, y o
dieciséis parametros. La tabla 5.5 muestra los valores medios de los parametros de var-
ianza del ruido y sus correspondientes desviaciones estandar entre paréntesis. Podemos
ver que se obtienen buenas estimaciones aunque es cierto que los valores de varianza
pequenos son ligeramente sobreestimados cuando su imagen de baja resoluciéon esta

cerca, en términos de desplazamientos, a otras imagenes de baja resolucién con may-

ores varianzas del ruidos.Se obtuvo un valor de 87! = 46,86, con desviacion estandar
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0,61, cuando se estimé un parametro de ruido. Este valor es cercano a la media de las
varianzas del ruido de las imagenes de baja resolucion.

En un tercer experimento también comprobamos el método propuesto sobre imagenes
de baja resolucion con diferentes varianzas. Primero se obtuvo el conjunto de imagenes
de baja resolucion emborronando y submuestreando la imagen original 256 x 256 de la
figura 5.5a siguiendo el mismo procedimiento de los experimentos anteriores. Después
a cada imagen de baja resoluciéon se le anadié ruido gaussiano para obtener imagenes
degradadas con SNRs de 20dB, 30dB, o 40dB. Las varianzas del ruido empleadas se
muestran en la tabla 5.6. La figura 5.5b muestra la imagen gy, supermuestreada por
duplicacién de pixeles.

Hemos ejecutado el algoritmo propuesto partiendo de la imagen inicial (Fig. 5.5¢)
obteniendo al alcanzar la convergencia la imagen estimada de alta resolucion mostrada
en la figura 5.5d. La ISNR fue de 11,63dB y el parametro del modelo de imagen estimado,
a~! = 683,9. Los valores estimados de las varianzas del ruido se muestran en la tabla 5.7.

Comparando los parametros reales y estimados del modelo de degradacion (véanse las
tablas 5.6 y 5.7) podemos observar que el modelo propuesto obtiene buenas estimaciones
para todos los parametros, aunque, de nuevo, los valores de varianza pequenos son
sobreestimados cuando sus imagenes de baja resolucion estan cercanas, en términos de
desplazamientos, a otras imagenes de baja resolucién con mayores varianzas.

La figura 5.6a muestra || f s goy —fqe-1 go-1y I / || £qe-1 ge-1) [|” frente al nimero de
iteraciones. Obsérvese que el eje vertical esta en escala logaritmica. Podemos ver que
el método converge rapidamente, necesitando sélo unas pocas iteraciones para obtener
una buena estimacion de la imgen.

La figura 5.6b muestra la ISNR frente al nimero de iteraciones. Podemos ver que la
ISNR crece de forma mon6tona y que la mayoria de la mejora se obtiene en las primeras

cuatro iteraciones.
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Tabla 5.2: Estadisticas de las varianzas del ruido estimadas y del parametro de regularizacion para las diez

simulaciones de los tres conjuntos de imagenes de baja resolucidn con un parametro del ruido.

Varianza del ruido, 3 161.29 ~ 10dB | 14.44 =~ 20dB | 1.44 =~ 30dB
Algoritmo propuesto, 6:1 medio 160.87 14.55 1.42
Algoritmo propuesto A\ = /3 0.74 0.07 0.007
Aaov 0.14 0.03 0.010
AL—curva 0.06 0.02 0.010
Algoritmo propuesto, desviacion

estandar de las estimaciones 1.1 0.12 0.02

Tabla 5.3: SNRy varianzas del ruido para las imagenes de baja resolucion del segundo experimento.

SNR/B}s 0 1 2 3
0 10dB / 161.29 | 20dB / 14.44 | 30dB / 1.44 | 10dB / 161.29
1 20dB / 14.44 | 30dB / 1.44 | 10dB / 161.29 | 30dB / 1.44
2 30dB / 1.44 | 20dB / 14.44 | 30dB / 1.44 | 20dB / 14.44
3 20dB / 14.44 | 30dB / 1.44 | 10dB / 161.29 | 20dB / 14.44
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Tabla 5.4: ISNR para el segundo experimento.
Método ISNR
Interpolacion bilineal 0.80 dB
Algoritmo propuesto, 1 parametro de ruido. || 6.86 dB
12 iteraciones, A = 0,26
Algoritmo propuesto, 16 parametros de ruido || 9.09 dB
14 iteraciones
GCV (Agev = 0,016) 5.95 dB
L-curva (Af_curva = 0,06) 2.91 dB

Tabla5.5: Medias de los parametros de ruido estimados para el segundo experimento; véase la tabla 5.3. Entre

paréntesis, sus desviaciones estandar para las diez realizaciones.

Bilta 0 1 2 3
0 | 162.04 (3.66) | 14.23 (0.41) | 1.33 (0.09) | 159.40 (1.61)
1 || 14.18 (0.31) | 2.89 (0.12) | 159.90 (3.95) | 1.44 (0.04)
2 1.67 (0.06) | 13.60 (0.33) | 1.72 (0.08) | 13.72 (0.53)
3 | 13.96 (0.33) | 1.53 (0.04) | 160.44 (3.24) | 13.86 (0.23)

Tabla 5.6: SNR y varianzas del ruido para las imagenes de baja resolucién de la figura 5.5b.

SNR/B}s 0 1 2 3
0 20dB / 38.94 | 30dB / 4.00 | 40dB / 0.39 | 20dB / 40.63
1 30dB / 3.90 | 20dB / 38.72 | 40dB / 0.39 | 30dB / 3.86
2 40dB / 0.39 | 20dB / 41.03 | 30dB / 3.88 | 40dB / 0.40
3 20dB / 39.73 | 40dB / 0.39 | 30dB / 3.93 | 20dB / 39.20
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Figura 5.1: Imagen original 256 X 256 de alta resolucion.

Tabla 5.7: Varianzas del ruido estimadas para la imagen de alta resolucion de la figura 5.5d.

Bk |l 0 1 2 3
0 |37.70| 3.37 | 0.80 | 38.75
1 | 359 |36.13|1.12 | 2.73
2 | 0.95 | 37.54 | 3.27 | 1.76
3 | 37.36| 1.27 | 3.02 | 37.28
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Figura 5.2:  Primer experimento, 30dB: (a) Supermuestreo por duplicacion de pixeles de g o, (b) Mejor ima-
gen interpolada bilinealmente, (c) Imagen de alta resolucién inicial, (d) Imagen de alta resolucion

estimada con el método propuesto, (e) Imagen de alta resolucion estimada con GCV y (f) Imagen

de alta resolucién estimada con la L-curva.
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Figura 5.3: Evolucién de la ISNR frente al nimero de iteraciones para los tres conjuntos de imagenes de baja

resolucion.
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Figura 5.4: (a) Supermuestreo por duplicacion de pixeles de g o, (b) Mejor imagen interpolada bilinealmente,
(c) Imagen estimada de alta resolucion (1 parametro), (d) Imagen estimada de alta resolucién (16

parametros), (e) Imagen estimada de alta resolucién mediante GCV y (f) mediante la L-curva.
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Figura 5.5: (a) Imagen original de alta resolucion, (b) Supermuestreo por reduplicacion de pixeles de g,

(c) Imagen inicial de alta resolucion, (d) Imagen estimada de alta resolucion.
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ciones, para la imagen de la figura 5.5d.
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Conclusiones y trabajos futuros

He muerto y he resucitado.
Con mis cenizas un arbol he plantado,
su fruto ha dado

y desde hoy algo ha empezado.
Enrique Urquijo (1960-1999)
Conclusiones

= Se han presentado diferentes métodos bayesianos de restauracion de imagenes
usando descomposiciones multicanal que estiman los valores de los parametros

asociados a los modelos de forma automaética.

= Se ha presentado un método iterativo multicanal para la restauracion de imagenes
usando modelos de Gauss-Markov Generalizados. Este método, que se puede for-
mular como un método de gradiente, no requiere el calculo del paso 6ptimo del
gradiente. Ademas, aprovecha la estructura de las matrices involucradas para re-
ducir el coste computacional mediante su diagonalizacion usando la Transformada

de Fourier Discreta.

= Se ha mostrado experimentalmente que el método que proponemos produce mejores
resultados que otros métodos que usan los modelos de Gauss-Markov Generaliza-

dos monocanal y multicanal propuestos en la literatura.

= Se ha presentado un método de restauracion de imagenes basado en la descom-

posicion multicanal de modelos de imagen autorregresivos. El modelo de imagen

127



128 Trabajos futuros

propuesto es més flexible que los modelos autorregresivos clasicos al asociar un
parametro diferente a cada una de las bandas resultantes de la descomposicion

wavelet del modelo monocanal.

» Los resultados experimentales obtenidos muestran la mejora lograda con este en-
foque multicanal frente al monocanal. Ademaés, la flexibilidad del modelo, que
permite asociar un parametro a la banda suave y otro a las bandas de frecuencias
altas, hace posible obtener los mejores resultados tanto a nivel de ISNR como de

calidad visual.

= Se ha presentado un método bayesiano de reconstruccién de imagenes de alta
resoluciéon con multisensores que realiza la estimacion simultanea de la imagen de

alta resolucion y de los pardmetros asociados al método.

= Se ha mostrado experimentalmente que el método produce buenas reconstruc-
ciones de las imagenes de alta resolucion, estimando de forma precisa los paramet-
ros y mejorando, tanto visualmente como a nivel de ISNR, los resultados obtenidos

por otros métodos de estimacion de parametros propuestos en la literatura.

Trabajos futuros

= Formulacion de nuevos modelos de imagen multicanal que permitan el uso de
submodelos diferentes para cada una de las bandas de la descomposicion de la

imagen.

» Estudio del uso de otras descomposiciones subbanda que posean mejores propiedades

que la transformada wavelet considerada.

= Estudio de métodos de reconstruccion de imégenes de alta resolucion en el caso

de disponer de sdlo algunas de las imagenes observadas de baja resolucion.

= Extensién del modelo de formacién de las imagenes de baja resolucion para la

inclusiéon de emborronamiento producido por el sistema de captacion.
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= Aplicacién de los métodos de reconstruccion de imégenes de alta resolucion a

imagenes en color captadas mediante camaras con una unica CCD (tipo Bayer).

= Aplicaciéon del método de reconstruccion de imagenes de alta resolucion propuesto

a imagenes astronémicas.
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Apéndice A

Estructuras matriciales para el filtrado

lineal multicanal

Desgraciadamente, nadie puede decirte qué es Matrix,

tienes que verlo por ti mismo.

Morfeo, en Matriz, de Andy y Larry Wachowski

A.1. Matrices por bloques circulantes y matrices cir-

culantes por bloques

El filtrado lineal multicanal hace referencia a sistemas lineales de multiples entradas
y miltiples salidas ([45]). En estos sistemas se aplican diferentes operadores lineales
espacialmente invariantes a todas las entradas para producir cada una de las salidas.
En cualquier caso, el sistema completo puede verse como una entidad tnica, como se
muestra en la figura A.1.

Supondremos que el sistema tiene P entradas y P salidas. Sean f; ey, i =1,..., P,
vectores de tamano N x 1, que constituyen las entradas y salidas del sistema multicanal.

Si los vectores de entrada y salida multicanal vienen dados por
f= [f1(0)7 teey fl(N - 1)7 f?(o)v SRR fQ(N - 1)7 R fP(O)’ ) fP(N - ]')]T7 (A]')

y = [11(0), ..., 51 (N = 1),14200),...,02(N —1),...,yp(0),...,yp(N — D]*, (A.2)
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fL—"‘"' - Y,
fz—)- . - Y2
Sistema
: Lineal :
fp—x-— —— Y,

Figura A.1: Sistema lineal multicanal

la relacion entrada-salida de este sistema puede representarse en forma matricial como:

y = Af, (A.3)
donde ) )
Ay Ay - Ayp
o (n
| Ap1 Ap2 -+ App |

y las submatrices A;;, 1 < 4,7 < P, son matrices circulantes de tamano N x N que

i
representan el (i, j)-ésimo componente de la respuesta al impulso del sistema de la figura
A.1. Los vectores se suponen convenientemente rellenos de ceros para que la convolucion
lineal y circular sean equivalentes. Denominaremos la matriz PN x PN A como matriz
por bloques circulantes (BC) de orden (P, N) (|75]). Estas estructuras matriciales ya
han sido empleadas anteriormente en problemas de restauracion de imagenes multicanal
(véanse, por ejemplo, [8], [50], [52] v [122]).

Podemos plantear una formulacion dual y equivalente de este sistema lineal multi-

canal si la entrada y la salida se organizan de forma entrelazada ([70], [75]). Si f. e y.

se definen como
fe = [f1(0)7f2(0>7'"7fP(O>7f1(1)7"->fP(1)7 N ->f1(N - 1)7"'7fP(N - 1)]T7 (AB)

Ye = [51(0),42(0), ..., yp(0),51(1), ..., yp(1),...,sn(N = 1),...,yp(N = 1)]", (A.6)
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el sistema lineal multicanal se puede describir mediante la relacion

ye:A—feJ (A?)
donde
Ay Ay An_1
An_1 Ay -+ Anx_
A= | TN T T (A.8)
] A Ay e Ao |

y las submatrices A;, 0 < i < N — 1, son matrices arbitrarias de tamano P x P. La
matriz A, de tamano PN x PN se denominar& matriz circulante por bloques (CB) de

orden (P, N) ([70], [75]).

A.2. Diagonalizacién de matrices particionadas

Es bien sabido que una matriz circulante se puede diagonalizar mediante el uso de
la Transformada de Fourier Discreta (DFT: Discrete Fourier Transform) (|56]).

Por extension de la diagonalizacion de las matrices circulantes, podemos comprobar
que, empleando la Transformada de Fourier Matricial Discreta, podemos transformar
una matriz CB (P, N) en una matriz diagonal por bloques, en la que sdlo los bloques
situados en la diagonal principal son distintos de cero. Cada uno de los bloques, de
tamano P x P, situados a lo largo de la diagonal de esta matriz se puede expresar

COmao.

N-1 .
—jomnk
Aprr(k) =Y A, exp (%) L 0<k<N-—1, (A.9)

donde A, hace referencia a cada una de las matrices de tamano P x P de la ecuacién
A.8. Esta relacion entre matrices CB y matrices diagonales por bloques esté gobernada

por la transformacion de similitud

A =00,071, (A.10)
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donde ©4 es una matriz diagonal por bloques dada por

Oa

[ ©p0 O
0 @171
00

On_1.N-1 i

(A.11)

y cada una de las submatrices ©,,, 0 <7 < N — 1, esta formada por los autovalores de
cada una de las matrices circulantes implicitamente contenidas en A. Q! es una matriz
que contiene los componentes de las funciones base exponenciales complejas de la DFT

organizados diagonalmente en bloques de tamano P x P de la siguiente forma:

Ot =

6O,OIP

€10lp

60,1[}D

e11lp

EO,Nfle

e n—1lp

, (A.12)

N €N71,0[P €N71,1[P €N71,N71[P ]

donde Ip es la matriz identidad de tamano P x Py €,, = exp(—j(2mpq)/N) (|75]).
Cada una de las submatrices 6,;, 0 <i < N — 1, se obtiene tomando la DFT matricial
de la primera fila de submatrices de A. Puesto que estas submatrices contienen las
respuestas al impulso del sistema dentro de cada canal y entre canales, las matrices ©; ;
contendran las correspondientes respuestas en frecuencia del mismo.

Si volvemos ahora a la formulacion de las matrices BC (P, N), éstas pueden trans-
formarse en matrices por bloques diagonales, esto es, matrices de tamano PN x PN
particionadas en P? bloques diagonales de tamafio N x N en el dominio frecuencial

(]75]). La estructura de estas matrices por bloques diagonales es

O11 O1p O1p
C) C] C)
05 — 2,1 2,2 2,P ’ (A.13)
i ©p1 Opy Opp i

donde las submatrices ©; ; son matrices diagonales de tamanio N x N, 1 <i,5 < P.
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La transformacion de similitud que gobierna la relacion entre las matrices BC y las

matrices por bloques diagonales viene dada por
A=00;0", (A.14)

donde ! es una matriz PN x NP diagonal por bloques con P bloques idénticos de

tamafio N x N, E~1, alo largo de la diagonal, que contienen los coeficientes de la DFT

(Bt 0 o 0 ]

1 0o E! ... 0

o= (A.15)
0 0 - BT

El (p, q)-ésimo término de E~' se define como

(A.16)

_ —J2mpgq
E7(p,q) = €y = exp <—> )

N

Por lo tanto, podemos obtener la representacion por bloques diagonales de las ma-
trices BC empleando la DFT de forma similar al caso de las matrices CB, discutido
anteriormente (|75]).

Se ha demostrado que tanto las matrices BC como las CB son cerradas bajo las
operaciones de suma, producto e inversiéon y, ademas, que se pueden realizar imple-
mentaciones rapidas de estas operaciones en el dominio frecuencial (|70], |75]). Estas
propiedades nos resultaran ttiles cuando formulemos el problema de la restauraciéon
en el dominio wavelet, ya que nos aportardn sencillez notacional e implementaciones
eficientes. Por ejemplo, la reduccion a formas diagonales resulta especialmente util en
la inversion de matrices CB, ya que so6lo supone N inversiones de matrices de tamano
P x P, como ya se discutié por primera vez en [52|. Por otro lado, la formulacion del
problema nos resultard mucho menos compleja empleando matrices BC, como veremos

en el apéndice B.
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Apéndice B

Descomposicion multicanal de senales

y operadores de convoluciéon

Tu vida es la suma del remanente de una ecuacion
desequilibrada inherente a la programacion de Ma-
trix. Eres la eventualidad de una anomalia, que a
pesar de mis mas sinceros esfuerzos me ha sido im-
posible eliminar, de lo que de otra manera seria

una armonia de precisiéon matemaéatica.

El arquitecto, en Matriz Reloaded, de Andy y Larry Wachowski

B.1. Introduccion

En este apéndice vamos a presentar una formulacién matricial de la descomposi-
cion sub-banda basada en wavelets, basada en los conceptos de matrices por bloques
circulantes (BC) y matrices circulantes por bloques (CB) ilustrados en el apéndice A.

Esta formulacion nos permitira la conversion de cualquier problema de filtrado lineal
espacialmente invariante monocanal en uno multicanal. En concreto, en el problema
de restauracion este enfoque nos va a permitir emplear una imagen monocanal con
cualquier técnica de restauracion multicanal, o formular un modelo de imagen mul-
ticanal que nos permita incluir relaciones dentro de cada canal y entre los diferentes

canales de la imagen original descompuesta. Los canales que vamos a considerar son las
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sub-bandas generadas por la descomposiciéon wavelet de la imagen.

Este marco de trabajo nos va a permitir definir algoritmos de restauracion eficientes
y modelos de imagen no estacionarios. Aunque estamos considerando que hay esta-
cionaridad dentro de los diferentes canales, la posibilidad de elegir el nimero de canales
de la descomposicion wavelet, y, por lo tanto, de reducir la estacionaridad de los algo-
ritmos y modelos de imagen, nos permitira establecer un equilibrio entre estacionaridad
y complejidad computacional.

En el problema de la reconstruccion de imagenes de alta resolucion, podremos formu-
lar el problema de manera que sea posible disenar algoritmos eficientes ya que podremos

realizar los calculos en el dominio de las frecuencias.

B.2. Descomposicion multicanal de senales y oper-

adores de convoluciéon unidimensionales

La descomposicion de una senal unidimensional en dos canales se puede realizar

mediante el banco de filtros que se muestra en la figura B.1

£

[

WL l

I~
H

WH l

Figura B.1: Descomposicion de una sefial unidimensional

Esta figura representa una descomposicién ortogonal sub-banda en la que tenemos
el mismo numero total de muestras en la entrada y en la salida. Podemos escribir una
representacion matricial de este sistema lineal en funciéon de la ordenacion de los vectores
de salida correspondientes a las sub-bandas.

Vamos a considerar en primer lugar la estructura matricial necesaria para multiplicar

los datos originales, sin reordenarlos. Esta relacion se puede escribir en forma de una
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matriz CB (2, N/2):

Wf =£, (B.1)

donde f es un vector N x 1 que contiene las muestras de la senal de entrada y W es
una matriz N x N. Si wy,(i) y wy(i) representan las respuestas al impulso de los filtros
lineales espacialmente invariantes paso-baja y paso-alta empleados en este banco de

filtros, para convoluciones circulares W viene dada por

wr,(0) wr(1) wr(2) wr(3) wr(N —2) wr(N—1)
wp (0) wp (1) wp(2) wyg3) -+ wg(N—2) wy(N—1)
wr(N—=2) wr(N—-1) wr(0) wp(l) -+ wp(N—4) wrp(N —3)
W= 1| wg(N—-2) wg(N—-1) wg(0) wg(l) wg(N —4) wyg(N-3) |,
wr,(2) wr,(3) wr(4) wp(5) .- wr,(0) wr (1)
I wr(2) wp(3) wy(4) wy(d) --- wp(0) wg (1)

que es una matriz CB (2, N/2).

Es importante destacar que si los filtros paso-baja y paso-alta son de soporte com-

pacto, muchos de los coeficientes de la matriz W seran cero.

La senal de salida, fe, contiene las muestras de las bandas alta y baja submuestreadas

de forma entrelazada y podemos expresarla como

£ = [£200), fu(0), fr(1), fu (1), f(N/2 = 1), fu(N/2 = 1)]" (B.3)

Estudiemos ahora el caso dual, en el que reordenaremos el vector de salida para

obtener ésta de forma no entrelazada. Definiremos una matriz, D de tamano N x N,



140 Apéndice B. Descomposicion multicanal de sefiales y operadores de convolucién

de “desentrelazamiento” como

1000 0 0 0
0010 -~ 00 1
0000 -~ 00 2
0000 00| N/2-2
D=10000 10| N2-1 (B.4)
0100 0 0 N/2
0001 00| N/2+1
0000 00| N—2
(0000 01| N-1

Podemos comprobar que se cumple
DDT = D'D = Iy, (B.5)

donde Iy es la matriz identidad N x N.
También podemos ver el resultado de aplicar la matriz D sobre el vector de entrada

y sobre su version entrelazada:

Df = fp
= [£(0), f(2),.., f(N =2), f(1), f(3),..., f(N = 1)]" (B.6)
Df, = f

= [f20), fo (1), ..., fL(N/2 = 1), fu(0), fu (1), ..., fu(N/2—1)]"
- )

fr v fu son vectores N/2 x 1 que contienen las muestras ordenadas de las senales
de salida baja y alta submuestreadas. Obsérvese que la ecuacion B.7 tiene la misma
ordenacion de elementos que la ecuaciéon A.1.

Utilizando estas definiciones podemos transformar la ecuacion B.1 de la siguiente
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forma:

wt, = f, (B.8)
donde W viene dada por
V = E ;/Vé , (B.9)
donde
w0 w2 o w(N-2)
wr = |2 w0 (V)
| owe@ e wp (V=2 wg(0)
w(l) w3 o wi(N-1) ]
wio— | D wm) e (N =9)
| w3 wp(N—1)  wg(l) |
[ wn(0)  we® e we(N-2) |
we = | V2 w0 (N )
| w® o wr(N-2)  wg(0) |
[ wn() wg(3) o wp(N-1)
wy = | D e (V= (B.10)
| we@) o w(N-1) wg(l)

Las matrices W2, Wl WE y W] son matrices circulantes N/2 x N/2. Sin embargo,
la matriz W no es circulante, ya que WP £ WL porlo que es una matriz BC (2, N/2).
Para poder usar W en la descomposicion multicanal de problemas monocanal, este

operador debe poder definirse de forma sencilla y su inversa debe ser facil de calcular. Si



142 Apéndice B. Descomposicion multicanal de sefiales y operadores de convolucién

seleccionamos wy, y wy como los filtros especulares en cuadratura basados en las bases
ortonormales wavelet de soporte compacto, podemos usar un conjunto de coeficientes
para definir ambos filtros ([147]). Ademaés, su inversa sera precisamente su transpuesta,
esto es, W=t = W7, y por lo tanto, junto con W se puede implementar mediante filtros
de respuesta al impulso finita (FIR: Finite Impulse Response).

Podemos descomponer el operador de convolucion, H, de la ecuacion (2.16) usando
cualquiera de las dos representaciones de la matriz de filtrado, BC o CB, que acabamos
de ver. Si ignoramos el término de ruido, el operador de convolucién se puede transfor-

mar al dominio wavelet de la siguiente forma:

y = Hf
Wy = WHW? Wf
y. = H.f. (B.11)

Resulta directo observar que H, es una matriz CB (2, N/2), ya que se obtiene como
el producto de tres matrices CB (2, N/2), puesto que H es también una matrix CB
(2, N/2) al ser una matriz circulante.

De la misma forma podemos transformar la convoluciéon al dominio wavelet usando

la formulacion BC. Tendremos ahora:

g = Hf
(WD)g = (WD)H(DTWT)(WD)f. (B.12)

Se puede ver que, para una matriz circulante, H, de tamano N x NN, que representa

la convolucién de una senial NV x 1 con el nucleo
.y h(=2),h(=1),h(0),h(1),h(2),... (B.13)
centrado en 0, tenemos que

Hy H
H, = DHD' = HO Hl , (B.14)
-1 0
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donde H; es una matriz circulante de tamano N/2 x N/2 que representa la convolucion

de una senal N/2 x 1 con el niicleo de convolucion
oo h(i—4), k(i —2),h(i), (i +2),h(i +4),... (B.15)

centrado en 1.

Por lo tanto, al aplicar D al operador de convolucion estamos descomponiendo éste en
cuatro operadores de convolucion, H;, cada uno de la mitad de tamano, definidos como
los coeficientes pares e impares del operador original y desplazados convenientemente.

Teniendo en cuenta la descomposicion que hemos obtenido de H, podemos seguir

desarrollando la ecuacion (B.12)

Wgp = WHyW' Wiy
g = WHyW'f
g = Hf (B.16)
f v g son la sefial original y la convolucionada, ambas en el dominio wavelet. H es el
operador de convolucion transformado. Puesto que Wy Hp son matrices BC (2, N/2),
H también es BC (2, N/2), por lo que esta descomposicion de H se puede realizar de

forma directa en el dominio de las frecuencias mediante el uso de la DFT.

B.3. Descomposicion multicanal de senales y oper-

adores de convoluciéon bidimensionales

A partir de la descomposiciéon unidimensional de la senal en dos canales desarrollada
en la seccion anterior podemos ahora desarrollar una descomposicion bidimensional si
aplicamos de forma separada los operadores wy; y wpy en las direcciones horizontal y
vertical de una senal bidimensional. Nos centraremos en la extension bidimensional de
la formulacion BC del modelo de descomposicion de la senal, ya que sera esta formu-
laciéon la que empleemos para realizar el desarrollo de nuestros modelos de imagen y

algoritmos de restauracion. Por supuesto, es posible formular la equivalente extension
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de la formulacion CB, pero so6lo la describiremos brevemente dada su complejidad y el
hecho de que no sera utilizada en esta memoria.
Para una senal de tamano N x N, f(z,y), un nivel de esta descomposicion generara

cuatro canales N/2 x N/2, como podemos ver en la figura B.2.

WL l 2t
W l 2

WH l 2—fy

£ |

Wi l 2 — fHL
Wy l 2

WH l 2 —fHH

Columnas

Filas

Figura B.2: Descomposicion de una sefial bidimensional

Para representar las operaciones involucradas en esta descomposicién en dos dimen-
siones emplearemos en primer lugar la representaciéon mediante matrices BC. Por lo
tanto, tendremos que plantear la ordenacion de los datos de entrada del banco de filtros
de forma analoga a la ecuacion B.7. Podemos usar para ello el esquema proporcionado
por la ecuacién B.8. Si consideramos la senal bidimensional N x N ordenada lexicogra-
ficamente por filas para ubicarla en un vector N2 x 1, f, entonces se puede comprobar

que el vector f viene dado por

£ = (/T T S fhu) (B.17)

donde f;;, 4,7 = L, H, son los cuatro canales bidimensionales de tamano N/2 x N/2
ordenados lexicograficamente por filas. Los indices ¢ y j corresponderan al filtrado en las
direcciones horizontal y vertical, de forma que, por ejemplo, fg serd el canal obtenido
mediante un filtro paso-alta en la direccion horizontal y un filtro paso-baja en la direc-

ciobn vertical.
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El vector fp vendra dado en el caso bidimensional por:
T
fD = [ngufg]’f]TP7fITI} ) (B18)

donde f;;, i, j = P, I, son las cuatro subiméagenes bidimensionales de tamafno N/2 x N/2
ordenadas lexicograficamente por filas obtenidas mediante el submuestreo en las direc-
ciones horizontal y vertical, manteniendo las muestras pares o impares. Por ejemplo,
fpr sera la subimagen obtenida seleccionando los pixeles de indice par en la direccion
horizontal e impar en la direccidon vertical.

Puesto que el filtrado se aplica de forma separada en las direcciones horizontal y
vertical, la matriz W en el caso bidimensional puede representarse como el producto
W = Wth, correspondiendo Wh y Wv al filtrado en las direcciones horizontal y vertical.

W, v W, seran matrices N2 x N2 definidas como:

W = , (B.19)

O W(EHJL) 0 W(II‘I,h) i

- 1 _
P I
W, = (B.20)
P 1
P I
| O O W(H,'U) W(H,’U) ]

donde las submatrices de tamafio N?/4 x N?/4, W(ji,z), i=1L,H, j = P, I se definen
como

Wj

(i) — W/ ® Ina, (B.21)



146 Apéndice B. Descomposicion multicanal de sefiales y operadores de convolucién

representando ® el producto de Kronecker y siendo las matrices W(jl ) las submatrices
circulantes de tamano N/2 x N/2 de la ecuacion (B.10). De forma similar, las subma-

trices N2/4 x N2 /4, Wéy), i=1L,H, j = P, I se definen como

Por lo tanto, la matriz W tiene la siguiente estructura:

P P P I I P I I
WimWiewy WenWiew WoewWiy WenWiw

P P P I I P I I
WiemWirey WenwWiy WenWiy WienWin
W= . (B23)

P P P I I P I I
WamWiwy WanwWiy WuanWiey WanWie

P P P I I P I I
Wi mWiney WiamWine WiamWiny WiamnWin) |

Puesto que las matrices Wé,k), 1=L,H,7=P I, k=ux,vy,sedefinen como productos
de Kronecker de dos matrices circulantes N/2 x N/2, son matrices circulantes por
bloques N%/4 x N?/4 (|60], [134]). Sin embargo, las matrices por bloques de tamaro
N2%x N? Wy y W, no son circulantes. Estas matrices constituyen una extension del caso
unidimensional y las denominaremos matrices por bloques circulantes de nivel 2 (BC2)
de orden (4, N?/4), poseyendo las mismas propiedades que las matrices BC cuando se
transforman mediante la DFT bidimensional ([50], [70], [75]).

La representacion dual en el caso bidimensional de la matriz W es una matriz circu-
lante por bloques de nivel 2 (CB2) de orden (4, N?/4) ([8], [11]), una matriz circulante
al nivel de bloque mas externo con submatrices de tamano N/2 x N/2 que son CB
(4,N/2). La extension de la estructura unidimensional de la ecuacion (A.4) para el

filtrado lineal bidimensional sera:

Ao Ar - Aua

Ay, Ay -+ Ay
g | Ao Ao A (B.21)

Ay Ay o A
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Cada una de las submatrices, Ay es CB (P,N) y B es CB2 (P,MN). B se puede
diagonalizar por bloques mediante el uso de la DFT de forma analoga al caso bidimen-
sional.

La representacion CB2 de la descomposicion wavelet produce una salida entrelazada:
WTf =1, (B.25)
donde
f. = [fre(0,0), fru(0,0), frrr(0,0), fn(0,0),

Jrr(0,1), fra(0,1), frr(0,1), fam(0,1),

N

N N N N N N N
S YA S R S R S A
fLL(2 = ),fLH(2 '3 )’fHL(Q '3 )7fHH(2 '3 )s
N N N N N N N N
A FA | ST T2 T gy
fLL(2 'S )7fLH(2 'S )7fHL(2 'S )7fHH(2 ' )]
(B.26)

W es una matriz CB2 (4, N?/4) y T es una matriz de tamano N? x N2, de “reorde-
naciéon”, que se encargara de agrupar cada grupo de cuatro pixeles vecinos de la imagen
de entrada en un vector, y que verifica: T7 T = Ino.

El desarrollo de la estructura de esta formulacion de la matriz de coeficientes wavelet,
W,y su justificacién se pueden encontrar en [8], [11] y [75].

En cuanto al operador de convolucién bidimensional, H, se puede mostrar su descom-
posicién a través de la formulacion CB2. Supongamos que H es una matriz circulante
por bloques de tamafio N? x N? que representa la convoluciéon bidimensional de una

senal N x N con la siguiente méscara, centrada en (0,0):

h(=2,-2) h(=2,—1) h(-2,0) h(=2,1) h(-2,2)
h(=1,-2) h(=1,-1) h(=1,0) h(-1,1) h(-1,2)
h(0,—2)  h(0,—1)  h(0,0) h(0,1)  h(0,2) (B.27)
h(1,—2)  h(1,—1) Rh(L0) R(1,1) h(1,2)
h(2,-2)  h(2,-1) (200 h21) h22)
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Si seguimos el mismo esquema que en el caso unidimensional, desarrollado en las
ecuaciones (B.12) a (B.16), podemos comprobar que (B.16) sigue cumpliéndose para
operadores de convolucion bidimensionales. Ahora tendremos que g es un vector N2 x 1

de la misma forma que f en (B.17), y que Hp, tiene la siguiente estructura:

Hoo  Ho-1y Hao Ha-n
H H H, H

HD _ (0,1) (0,0) (1,1) (1,0) ’ (B28)
Hi 1) Hiea,-1y Hop) H-)

| Hny Hieoy Hen Hoo |

donde Hi, j) son matrices circulantes por bloques de tamarno N?/4x N?/4 que represen-
tan la convoluciéon de una sefial bidimensional N/2 x N/2 con el nicleo de convolucion

centrado en (7, 7)

h(i—4,7—4) h(i—4,7—2) h(i—4,j) h(i—4,74+2) h(i—4,j+4)
h(i —2,7—4) h(i—2,7—2) h(i—2,j) h(i—2,7+2) h(i—2,57+4)
h(i,j —4) h(i,j —2) h(i,j) h(i,j+2) h(i,j+4)
h(i+2,j—4) h(i+2,j—2) h(i+2,5) h(i+2,7+2) h(i+2,7+4)
h(i+4,j—4) h(i+4,j—2) h(i+4,5) h(i+4,7+2) h(i+4,7+4)

(B.29)

Podemos ver que Hp es una matriz BC2 (4, N?/4). Ademés, sigue cumpliéndose en

el caso bidimensional

WgD = WHDWT WfD
g = WHpW'T
Hf, (B.30)

o
I

siendo ahora la matriz H una matriz BC2 (4, N2/4), por lo que todas las propiedades

de H en el dominio de las frecuencias siguen cumpliéndose en el caso bidimensional.
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B.4. Estructuras matriciales involucradas en la for-
mulacién del problema de reconstruccién de imé-

genes de alta resolucién con multisensores

Si revisamos la formulacion del problema de obtencion de imagenes de alta resolucion
con multisensores que hemos desarrollado en la secciéon 2.3, comprobaremos que cada
imagen de baja resolucion, g o, de tamafio (N; x Ny) x 1, observada por el (I1,(2)-
ésimo sensor a partir de la imagen original (M; x My) x 1, f, se forma segtn la siguiente

ecuacion (obviando el término de ruido):

g2 = Wll,l2f
= Dy 0Hyy of, (B.31)

donde, recordemos, Wy ;5 es la matriz (Ny x Ny) x (M; x Ms) que recoge los operadores

de integracion, Hyj jo, y submuestreo, Dy o, descritos en las ecuaciones (2.20) y (2.27).

Por simplicidad, vamos a considerar el caso unidimensional. Concentrémonos en la
formacion de una de las imagenes de baja resoluciéon, por ejemplo, gy que se formaré

como

g0 — Wof = DQHof. (B32)

Veamos la estructura de cada una de las matrices involucradas. Si f es de tamaifo
N x 1, veamos como se obtiene gy, de tamano N/2 x 1:

90(0) 1 0 0 0 -~ 0 0 i1 0 o0 0 £(0)

go(1) 0o 0 1 0 -~ 0 0 0+ 3 0 0 (1)
go(N/2 —2) 0O -~ 0 1 0 0 0 oo -~ 0o L+ 4 f(N —2)
| go(N/2-1) | |0 O 0 -~ 0 1 O0][2 0 O 0 1 ][ fv-1)
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o, si integramos Dy y Hy en Wy,

90(0) 1200 - 0000 £0)
go(1) 00 1 1 00 0 0 f1)
Go(N/2 —2) 00 0 0 200 fN —2)
| g(N/2-1) | |0 0 0 0 00 5 5| [fN-1) ]

Como hemos dicho en la seccion 2.3.1, la matriz Hj; 5, que representa el modo en
que un conjunto de pixeles de alta resolucion afecta a cada pixel de baja resolucion,

puede tener diferentes formas. Otra posible matriz de integracion seria la siguiente:

11 1
3 1 00 i
111
iz 1 0 0
H =] : : : : : )
1 11
0 0 i 2 1
1 11
3 00 i
en cuyo caso, la matriz W tendria ahora la forma
(1 1 1 T
i3 3 00 0O 0 0 O
11 1
0 0 7 5 7 0 0 0 O
W, = . )
11 1
00 0 0 O i 5 1 O
1 11
' 00 00 00 35 7]

Podemos ver que ni Wy ni Wy son matrices circulantes, por lo que no podemos
utilizar la DF'T para realizar implementaciones rapidas de las operaciones en el dominio
de las frecuencias. Sin embargo, al igual que en la seccion B.2, podemos reordenar los

coeficientes de estas matrices. Si reescribimos la ecuacion (B.31) como

g = WppD'Df
- Wht (B33

donde WP ,, es una matriz que contiene las columnas de Wy ;o reordenadas, primero las

columnas pares y después las impares, y £ es un vector columna con los elementos de f
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también reordenados, primero los términos de indice par y después los de indice impar.

Veamos la estructura que tienen WJ y WP los dos ejemplos que hemos mostrado

anteriormente:

10 0 0 1
0 5 0 0 0

wW{ =
0 0 100
| 0 0 0o 10
P00y
0o 1+ 1 0 0

WP =
o -~ 0 1 1 0
10 0 Lo

N =

N =

0

O NI

S =

N[

0

1
2

Aunque estas matrices tampoco son circulantes, si son matrices BC (2,N/2), lo que nos

va a permitir, tal como hemos visto en el apéndice A, realizar implementaciones rapidas

de todas estas operaciones en el dominio frecuencial, gracias a la diagonalizaciéon por

bloques que podemos realizar mediante la aplicacién de la DFT.

En el caso bidimensional es posible comprobar que la formulaciéon del problema in-

volucra matrices por bloques circulantes de nivel 2 (BC2), que, como hemos visto en

el apéndice B, también son diagonalizables mediante la DFT bidimensional, lo que nos

permitira realizar todas las operaciones en el dominio frecuencial mediante implementa-

ciones rapidas.
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